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C H A P T E R  9 

H U L T I P L E  S I T E  DEMAND: 

A R E V I E W  OF E X I S T I N G  M O D E L S  A N D  T H E  D E V E L O P M E N T  OF NEW M O D E L S  

Some E x i s t i n g  Demand M o d e l s  

We s t a r t  w i t h  t h e  s t u d i e s  by  B u r t  a n d  B r e w e r  ( 1 9 7 1 )  a n d  

C i c c h e t t i  e t  a l .  ( 1 9 7 6 ) .  b o t h  o f  w h i c h  t r e a t  q u a l i t y  i m p l i c i t l y  
~uvrcsms 

by e s t i m a t i n g  s e p a r a t e  demand f o r  e a c h  g r o u p  o f  r e c r e a t i o n  s i t e 3  L - racua\;mu 

a n d  b o t h  o f  w h i c h  e m p l o y  t h e  l i n e a r  demand s y s t e m  i _ l i 4 ) . G i h a p t e r  

8 - t r e a t i n g  t h i s  a s  a n  i n c o m p l e t e  demand s y s t e m  i n  w h i c h  t h e  

p r i c e s  o f  o t h e r  g o o d s  ( i . e . , q 2 .  .. - ,q ) a r e  subsumed i n  t h e  c o -  M 
e f f i c i e n t s  ( i . e .  t h e  a ' s  o r  t h e  0 ' s ) .  A l t h o u g h  i t  a p p e a r s  t h a t  

e a c h  d a t a  s e t  c o n t a i n s  i n s t a n c e s  o f  c o r n e r  s o l u t i o n s ,  t h i s  f a c t  



i s  i g n o r e d  i n  t h e  f o r m u l a t i o n  a n d  e s t i m a t i o n  o f  t h e  demand 

s y s t e m s .  U n l i k e  B u r t  a n d  B r e w e r ,  C i c c h e t t i  e t  a l ,  assume no 

i n c o m e  e f f e c t s a n d  i m p o s e  t h e  s y m m e t r y  c o n d i t i o n s  a c r o s s  

e q u a t i o n s .  B o t h  v e r s i o n s  o f  ( 2 4 )  a r e ,  i n  p r i n c i p l e ,  c o n s i s t e n t  

w i t h  t h e  h y p o t h e s i s  o f  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  a n d  t h e  u n d e r l y i n g  

d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  h a v e  been o b t a i n e d  by  L a F r a n c e  a n d  

Hanemann ( 1 9 8 4 ) .  H o w e v e r ,  t h e  v e r s i o n  w i t h  n o n - z e r o  i n c o m e  

e f f e c t s  c a n  o n l y  s a t i s f y  t h e  i n t e g r a b i l i t y  c o n d i t i o n s  ( 6 )  i f  t h e  

c o m m o d i t i e s  ( v i s i t s  t o  r e c r e a t i o n  s i t e s )  a r e  assumed t o  be  p e r -  

f e c t  c o m p l e m e n t s ,  consumed  i n  f i x e d  p r o p o r t i o n s .  

The o t h e r  demand s t u d i e s  t h a t  we s h a l l  d i s c u s s  i n t r o d u c e  

s i t e  q u a l i t y  c h a r a c t e r i s t i c s  e x p l i c i t l y ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e y  

i m p l y  a  u t i l i t y  f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m  u ( x , b , z ) .  An e x a m p l e  i s  t h e  

g r a v i t y  m o d e l  e m p l o y e d  b y  U e n n e r g r e n  a n d  N i e l s e n  ( 1 9 7 0 )  i n  w h i c h  

t h e r e  i s  a  s i n g l e  q u a l i t y  d i m e n s i o n ,  s i ' t e  c a p a c i t y ,  a n d  

G r a v i t y  m o d e l s  h a v e  s u b s e q u e n t l y  b e e n  e m p l o y e d  b y  a v a r i e t y  o f  

a u t h o r s ,  t w o  p a r t i c u l a r l y  s o p h i s t i c a t e d  e x a m p l e s  b e i n g  t h e  



,' 
s t u d i e s  by C e s a r i o  and  K n e t s c h  ( 1 9 7 6 )  and S u t h e r l a n d  ( 1 9 8 2 a ) .  I n  

C e s a r i o  and Kne t sch  t h e  demand s y s t e m  i s  

where  a  i s  a  v e c t o r  o f  i n d i v i d u a l  c h a r a c t e r i s t i c  and , - ,*N 

a r e  c o n s t r u c t e d  i n d i c e s  o f  s i t e  q u a l i t y .  As l o n g  a s  y < l ,  t h i s  

f o r m u l a t i o n  i m p l i e s  t h a t  a  d e c r e a s e  I n  t h e  c o s t  o f  v i s i t i n g  a  

s i t e  a n d / o r  an i n c r e a s e  i n  i t s  q u a l i t y  i n d e x  have two e f f e c t s :  - 
n o t  o n l y  i s  e x i s t i n g  r e c r e a t i o n  a c t u a l l y  d i v e r t e d  away from o t h e r  

s i t e s  t o  t h e  s i t e  I n  q u e s t i o n ,  b u t  a l s o  some new r e c r e a t i o n  a c -  

t i v i t y  i s  g e n e r a t e d  ( i . e .  C x  i n c r e a s e s ) .  ( I f  ~ = l ,  t h e  l a t t e r  
J j 

e f f e c t  v a n i s h e s  and  X x .  r e m a i n s  c o n s t a n t .  
J 

S u t h e r l a n d ' s  model a c t u a l l y  i n v o l v e s  f o u r  d i s t i n c t  compon- 

e n t s .  I n  o r d e r  t o  e x p l a i n  them i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n t r o d u c e  a  

s u b s c r i p t  f o r  c o n s u m e r s ,  which h a s  s o  f a r  been s u p p r e s s e d .  L e t  

x i t  be t h e  demand f o r  s i t e  I  by consumer t. P i t  t h e  c o s t  t o  

consumer t o f  v i s i t i n g  s i t e  i ,  y t  h i s  income,  and  a t  h i s  o t h e r  

a t t r i b u t e s  ( e . g .  a g e ,  s e x 1 . l  Thus ,  i n  t e r m s  o f  o u r  p r e v i o u s  

d i s c u s s i o n  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  becomes u ( x i , b , z t , a t )  and t h e  

demand f u n c t i o n s  f o r  s i t e s  a r e  

A key e l e m e n t  i n  t h e  demand model i s  an impedance f u n c t i o n  

Bit = e [ P i t )  which i s  c o n s t r u c t e d  a s  f o l l o w s .  S u t h e r l a n d  con- 

s t r u c t s  t h e  e m p i r i c a l  p r o b a b i l i t y  d e n s i t y  o f  t h e  s u b s e t  o f  P i t ' s  

f o r  which x i t  > O  and  t h e n  s e t s  8 ( . )  e q u a l  t o  a  smoothed v e r s i o n  

o f  t h i s  e m p i r i c a l  d e n s i t y .  A f e a t u r e  o f  t h e  f u n c t t o n  e ( ' 1  



t h e r e f o r e ,  i s  t h a t  i t  i s  i n c r e a s i n g  o v e r  a  ( u s u a l l y  s m a l l )  p a r t  

o f  i t s  d o m a i n ,  and  d e c r e a s i n g  o v e r  t h e  r e m a i n d e r .  kt- <., s 2 2 
i tt 

b % cpnhu& toM ~ u r t h r k i o v \  q all a d  . i17* t.otrcl. 

*&UMU S\ >:ki L Y  41* w - * . V C U 4 .  
t- 

The f i r s t  t w o  

c o m p o n e n t s  o f  S u t h e r l a n d ' s  mode l  a r e  a  t r i p  p r o d u c t i o n  e q u a t i o n  

( i  .e. a  p a r t i c i p a t i o n  i n t e n s i t y  e q u a t i o n )  

x  E C x = f ( C  b . B ( P .  I , y  . a  ) 
. t  i i t  i I l t  t ' t  

a n d  a  s i t e  a t t r a c t i v e n e s s  m o d e l  ( i . e .  an  a g g r e g a t e  demand 

f u n c t i o n  f o r  e a c h  s i t e )  

w h e r e  bi i s  a  m e a s u r e  o f  f a c i l i t i e s  a v a i l a b l e  a t  s i t e  i, 

5 biB(Pit)  i s  a  m e a s u r e  o f  o v e r a l l  a v a i l a b i l i t y  o f  r e c r e a t i o n  

o p p o r t u n i t i e s  t o  c o n s u m e r  t, a n d  C 6 [ P .  (1 x .  ) i s  i n t e n d e d  
t I t  . i I t  .: 

a s  a  m e a s u r e  o f  t h e  o v e r a l l  a c c e s s i b i  li t y  o f  s i t e  i- t o  t h e  p o p u -  

l a t i o n  o f  c o n s u m e r s .  E q u a t i o n s  ( 4 )  a n d  ( 5 )  a r e  e a c h  e s t i m a t e d  by 

O L S .  U s i n g  t h e  f i t t e d  r e g r e s s i o n  e q u a t i o n s  t h e  p r e d i c t e d  v a l u e s  

C r . , . . . . ,E .T a r e  o b t a i n e d  f r o m  ( 4 )  a n d  t h e  p r e d i c t e d  v a l u e s  

A ,. 
xlm ,... , X  a r e  o b t a i n e d  f r o m  (5); t h e s e  a r e  s u b s t i t u t e d  i n t o  N. 

t h e  f o l l o w i n g  g r a v i t y  m o d e l  

C 

C C 9(P i t )  Xi 

Xit = X. t(.C e ( P  a )  
5 j t '  j. 

,. 
t o  o b t a i n  p r e d i c t i o n s ,  xit, o f  e a c h  c o n s u m e r ' s  v i s i t  t o  e a c h  

s i t e .  F i n a l l y ,  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  v a l u i n g  e a c h  s i t e ,  t h e  p r e d i c -  

,. 
t e d  s i t e  v i s i t s ,  xit a r e  r e g r e s s e d  o n  t h e  s i t e  c o s t s  v i a  an  

e q u a t i o n  o f  t h e  f o r m  

f r o m  w h i c h  t h e  M a r s h a l l i a n  t r i a n g l e  i s  a p p r o x i m a t e d .  



By c o n t r a s t  w i t h  ( 3 ) .  t h e  model ( 4 )  - ( 7 )  may a p p e a r  t o  be 

o v e r f i t t i n g  a  demand sys t em.  Moreover ,  a s  w i t h  (1 )  and  ( 2 1 ,  t h e  

demand model does  n o t  a p p e a r  t o  be d e s i r a b l e  f rom a  u t i l i t y  maxi-  

m i z a t i o n  s t a n d p o i n t ,  n o r  does  i t  make any  p a r t i c u l a r  a l l o w a n c e  
LI 

f o r  t h e  a p p e r a n c e  of  c o r n e r  s o l u t i o n s  which c e r t a i n l y  abound i n  

t h e  d a t a  s e t .  T h i s  i s  p a r t i a l l y  r e c t i f i e d  i n  t h e  n e x t  g roup  o f  

mode l s  we c o n s i d e r ,  which we c a l l  s h a r e  models .  

S h a r e  Models 

I t  i s  c o n v e n i e n t  h e r e  ( a l t h o u g h  be no means e s s e n t i a l )  t o  

employ t h e  s e p a r a b i l i t y  a s s u m p t i o n  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  8 and t o  

work w i t h  t h e  s y s t e m  o f  p a r t i a l  demand f u n c t i o n s ,  m o d i f i e d  s o  

t h a t  t h e y  now i n c l u d e  s i t e  q u a l i t y  i n d i c e s .  T h a t  i s ,  t h e  u t i l i t y  

f u n c t i o n  i s  assumed t o  be u ( x , b , z )  = f [ z ( x , b ) , z ]  and  t h e  p a r i t a l  

demand s y s t e m ,  d e r i v e d  f rom c ( - ) ,  i s  

where  

In  a d d i t i  on t o  s u m m a b i l i t y ,  we assume t h a t  demand f u n c t i o n s  

h; ( .  ) ,  . . . , h i ( -  ) p o s s e s  t h e  r e q u i s i t e  p r o p e r t i e s  of symmetry.  

n e g a t i v e  s e m i - d e f i n i t e n e s s  a n d ,  i n  p a r t i c u l a r ,  n o n - n e g a t i v i t y  

Suppose  t h a t  we a r e  i n t e r e s t e d  i n  t h e  s h a r e  o f  r e c r e a t i o n  
conshuct  

a c t i v i t y  a l l o c a t e d  t o  e a c h  s i t e ;  we c o u l d  e i t h e r  v a l u e  s h a r e s ,  I 
w.= p . X . / y  and v a l u e  s h a r e  f u n c t i o n s  

1- 1 1 X '  



N 
o r  q u a n t i t y  s h a r e s ,  s .  = x i /%.  , w h e r e  x. I .Ex , a n d  q u a n t i t y  

1 
1 j 

s h a r e  f u n c t i o n s  

N - X  

( 1 2 )  s = s ( p , b , y  ) = i i X ( p , b , y  ) / z  h  (p ,b , y  1 i = 1 ,... ,N. 
i i x i x l j  x 

N o t e  t h a t  t h e  l a t t e r  a l l o c a t e  t o t a l  v i s i t a t i o n ,  x . ,  among i n d i -  

v i d u a l  s i t e s  a s  f u n c t i o n  o f  t o t a l  e x p e n d i t u r e  o n  a l l  s i t e s ,  y,, 

a n d  n o t  a s  a  f u n c t i o n  o f  x, i t s e l f .  M o r e o v e r ,  i f  t h e  s u b - u t i l i t y  

f u n c t i o n  ; ( x , b l  h a p p e n s  t o  b e  h o m o t h e t i c  i n  x ,  t h e  p a r t i a l  d e -  

mand f u n c t i o n s  t a k e  t h e  s p e c i a l  f o r m  

f o r  some s e t  o f  f u n c t i o n s  $ J ~ ( * ) , . . . , $ ~ ( . )  w h i c h  a r e  e a c h  homo- 

g e n e o u s  o f  d e g r e e  m i n u s  o n e  i n  p.  I n  t h i s  c a s e .  t h e  s h a r e  

e q u a t i o n s  become 

i . e .  t h e  s h a r e  e q u a t i o n s  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t o t a l  e x p e n d i t u r e  on  

s i t e  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y , y x .  R e g a r d l e s s  o f  w h e t h e r  ;(. ) i s  

h o m o t h e t i c ,  t h e  p o i n t  we w i s h  t o  e m p h a s i z e  i s  t h a t  m o d e l l i n g  

a p p r o a c h e s  b a s e d  o n  t h e  s y s t e m s  o f  s h a r e  e q u a t i o n s  a r e  e n t i r e l y  

e q u i v a l e n t  t o  m o d e l 1  i n g  a p p r o a c h e s  b a s e d  o n  t h e  s y s t e m  o f  p a r t i a l  

demand e q u a t i o n s .  Any s y s t e m  o f  s h a r e  e q u a t i o n s  i m p l i e s  a  c o r -  

r e s p o n d i n g  p a r t i a l  demand s y s t e m ,  a n d  c o n v e r s e l y ;  b o t h  s y s t e m s  



convey t h e  same amount o f  i n f o r m a t i o n  a b o u t  consumer p r e f e r e n c e s  

and b e h a v i o r .  2 

The s i t u a t i o n  changes, however,  as soon as we i n t r o d u c e  

s t o c h a s t i c  e l e m e n t s  and b e g i n  t o  t h i n k  i n  te rms o f  s t a t i s t i c a l  

mode ls .  Depend ing  on t h e  s t o c h a s t i c  s p e c i f i c a t i o n ,  I t  c o u l d  make 

a c o n s i d e r a b l e  d i f f e r e n c e  w h e t h e r  we choose t o  e s t i m a t e  s h a r e  o r  

demand sys tems.  F o r  example,  suppose t h a t  we i n t r o d u c e  a d d i t i v e ,  

n o r m a l l y  d i s t r i b u t e d  d i s t u r b a n c e  t e r m s  i n t o  t h e  p a r t i a l  demand 

sys tem ( 8 ) .  % w d U  kt a t m ~ e d ~ k  S U Y M V - A L C ~ I ~ ~ J  n ~ m \ t t i o * \  (q) 
J 

*\hi& t n d u c e s  a dependence among t h e  d i s t u r b a n c e  terms, 

assume t h a t  a  s u b s e t  o f  (N -1 )  o f  t h e  x i 's  have 

an ( N - 1 ) - d i m e n s i o n a l  m u l t i v a r i a t e  no rma l  d i s t r i b u t i o n  w i t h  mean 

v e c t o r  ~ h : ( p . b , y ~ )  ,... , fix N-1 (p.b,yx)3 a n d  some c o v a r f a n c e  m a t r i x  

n w h i c h  i s  an ( N - l ) x ( N - 1 )  p o s i t i v e  d e f i n i t e  m a t r i x .  I t  i s  

u n d e r s t o o d  t h a t  t h e  r e m a i n i n g  consumpt ion  l e v e l  i s  o b t a i n e d  v i a  

N-1 
( 9 )  - i . e .  xN [ yx  - C pixi3/PN - and  hence i s  a l s o  n o r m a l l y  

1 

I t  s h o u l d  be e v i d e n t  t h a t  

i t  m a t t e r s  g r e a t l y  w h e t h e r  we e s t i m a t e  t h e  p a r t i a l  demand sys tem 

o r  t h e  s h a r e  sys tem because, whereas t h e  xi's a r e  m u l t i v a r i a t e  

n o r m a l ,  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  si's ( t h e  c o m p o s i t i o n  o f  depend- 

e n t  no rma l  v a r i a t e s )  i s  e x t r e m e l y  complex and does n o t  possess  a  

c l o s e d  f o r m  e x p r e s s i o n .  (See Yatchew, 1983, f o r  a  d i s c u s s i o n  o f  

t h e  c o m p u t a t i o n a l  p rob lems  i n  e s t i m a t i n g  t h i s  d i s t r i b u t i o n . )  

C o n v e r s e l y ,  suppose we assume t h a t  t h e  sha res  a r e  m u l t i v a r i a t e  

n o r m a l ,  w i t h  means g i v e n  by s,(p,b,yx) and some c o v a r i a n c e  m a t r i x  

C.  U h i l e  t h i s  paves t h e  way f o r  d i r e c t  e s t i m a t i o n  o f  t h e  



s h a r e  e q u a t i o n s ,  i t  r u l e s  o u t  e s t i m a t i o n  o f  t h e  p a r t i a l  demand 

s y s t e m  b e c a u s e  t h e r e  i s  no c l o s e d  f o r m  e x p r e s s i o n  f o r  t h e  d i s t r i -  

b u t i o n  o f  t h e  x i ' s .  

I n  t h e s e  two e x a m p l e s  o n e  h a s  t o  make a  d i r e c t  c h o i c e  be -  

t w e e n  a  t r a c t a b l e  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  o b s e r v e d  x i ' s  a n d  a  t r a c t -  

a b l e  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  o b s e r v e d  s i l s .  When d i s t r i b u t i o n r  o t h e r  

t h a n  t h e  m u l t i v a r i a t e  n o r m a l  a r e  u s e d  h o w e v e r ,  t h i s  d i l emma c a n  
J 

s o m e t i m e s  be  a v o i d e d .  F o r  e x a m p l e ,  i f  we a s s u m e  t h a t  

x l ,  ..., x N  a r e  i n d e p e n d e n t l y  d i s t r i b u t e d  gamma v a r i a t e s ,  t h e  

gamma p a r a m e t e r  b e i n g  y .  r f i ? f p , b , y  i = 1 ...., N ,  t h e  ( N - i )  
1 X 

s h a r e s  s ~ , . . . , s ~ - ~  h a v e  t h e  D i r i c h l e t  d i s t r i b u t i o n  w i t h  d e n s i t y  

N 

1 i 

w h e r e  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  sN  i s  o b t a i n e d  from t h e  r e l a t i o n :  
@ 

S N  = 1 -sl  - ... - 'N-1 . T h i s  a p p r o a c h  t o  t h e  m o d e l l i n g  o f  

s h a r e s  was p r e p o s e d  by U o o d l a n d  ( 1 9 7 9 ) .  T h e  e s t i m a t e s  o f  t h e  

X y - i . e .  t h e  e s t i m a t i o n  Of t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  f i i ( p , b , y x ) -  
*w5 

c a n  b e  b a s e d  on e i t h e r  t h e  o b s e r v e d  q u a n t i t i e s  d e m a n d e d ,  C 
X l , . . - , x ~  o r  t h e  o b s e r v e d  s h a r e s ,  s l ,  ..., s N .  S i m i l a r l y ,  s u p p o s e  

t h a t  t h e  x i ' s  h a v e  a N - d i m e n s i o n a l  m u l t i v a r i a t e  l o g n o r m a l  d i s t r i -  

b u t i o n  w i t h  p a r a m e t e r s  a n d  fi, w h e r e  

U i  = h T ( p , b , y )  i = 1, ..., N a n d  $I i s  some NxN p o s i t i v e  d e f i n i t e  
Tk* 

m a r t r i x ,  i . e .  ( I n  x l , . . . , l n  x N )  i s  N ( I I , ~ ) .  L t h e  (N-1) s h a r e s  

s l , . . . , S ~ - l  h a v e  A i t c h i s o n  a n d  S h e n ' s  ( 1 9 8 0 )  l o g i s t i c  n o r m a l  d i s -  

t r i b u t i o n  w i t h  d e n s i t y  

N - 1  -1 N - 1  -1 1 + -1 
7 f  . ) = 1271-\ ( s ) (1 - C s 1 exp [- { ( a - 5 )  C ( a - c ) ) I .  

1 N - 1  i-1 i  1 i 2 



t,aL;ws L\ ey& i P r a b S ~ \ ~ =  \ - $ A -  .. - 

I / H-, a  = ( a 1  ,..., a,.,), a i  f l n ( s i /  s N ) , i  = 1 ,..., N - 1 ,  E 5 Au, and 

= ARA,  A b e i n g  t h e  (N-1)xN m a t r i x  

A = CI, , - l , -eN-l l  

whe re  IN-1  i s  t h e  i d e n t i t y  m a t r i x  and e N - 1  a  v e c t o r  o f  (N-11 A ' s  
r 

I n  t h i s  c a s e ,  t o o , t h e  v e c t o r  ( i . e .  t h e  f u n c t i o n s  

X 
1 

h i ( p , b , y x )  i = 1, ..., N )  and  t h e  m a t r i x  R can  be e s t i m a t e d  

e q u a l l y  w e l l  f rom t h e  o b s e r v e d  demands o r  t h e  o b s e r v e d  s h a r e s  @ 
A p a r t  f rom c o n s i d e r a t i o n s  o f  e a s e  o f  e s t i m a t i o n ,  t h e s e  f o u r  

s t a t i s t i c a l  models  - normal  demands,  normal s h a r e s ,  gamma 

d e m a n d s / D i r i c h l e t  s h a r e s ,  and  lognorma l  d e m a n d s / l o g i s t i c  normal 

s h a r e s  - have  d i f f e r e n t  economic  i m p l i c a t i o n s  which a r e  n o t  

u n i m p o r t a n t .  Both o f  t h e  normal  models  can  r e a d i l y  be employed 

when t h e  d a t a  c o n t a i n  z e r o  v a l u e s  f o r  x i  and  s t ;  t h e  prob lem i s  

t h a t ,  e v e n  i f  t h e  e s t i m a t e d  h t ( * )  o r  s i ( ' )  f u n c t i o n s  s a t i s f y  t h e  

n o n n e g a t i v i t y  r e q u i r e m e n t  ( w h i c h  i s  n o t  g u a r a n t e e d  t o  h a p p e n ) ,  

t h e s e  mode l s  imply  t h a t  o n e  can  have n e g a t i v e  v a l u e s  o f  x i  o r  s i  

w i t h  some p r o b a b i l i t y ,  which i s  a  m i s - s p e c i f i c a t i o n  from an 

economic  p o i n t  o f  view. To be  s u r e ,  t h i s  i s  l e s s  l i k e l y  t o  be a  

s e r i o u s  prob lem f o r  t h e  normal  demands model s i n c e  t h e  d e n s i t y  i n  

t h e  n e g a t i v e  o r t h a n t  i s  l i k e l y  t o  be  n e g l i g i b l e ,  a s  Woodland 

( 1 9 7 9 ,  p. 3 6 2 )  p o i n t s  o u t .  The  g a m m a / D i r i c h l e t  model e n s u r e s  t h a t  

t h e  e s t i m a t e d  h i ( ' )  and  s i ( * )  f u n c t i o n s  a r e  p o s i t i v e ,  and  i t  

r u l e s  o u t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  x i  and s i  . I t  

c a n  be  a p p l i e d  when t h e  d a t a  c o n t a i n  z e r o  v a l u e s  f o r  x i  and s i  b u t  

o n l y  i f  0 q i  = f i : (p .b .yx)  2 1 - i .e . ,  t h e  e x p e c t e d  demand f o r  

t h e  good d o e s  n o t  e x c e e d  o n e  u n i t .  In  t h i s  c a s e  t h e  mode o f  t h e  



X; O C L  ".n Ph- 

t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  xi = 0 a n d  t h e  gamma d e n s i t y  does  n o t  p o s s e s s  i 
t h e  s t a n d a r d  b e l l  s h a p e .  I f  y i=  h C ( p , b , y )  > 1 

t h e  d e n s i t y  p o s s e s s e s  a  c o n v e n t i o n a l  shape ,  b u t  t h e  doma in  o v e r  

w h i c h  i t  i s  d e f i n e d  e x c l u d e s  x i  = 0 o r  si = 0. T h e  

l o g n o r m a l / l o g i s t i c  n o r m a l  m o d e l  d o e s  n o t  i m p o s e  a n y  a  p r i o r i  r e -  

- - x  s t r i c t i o n s  o n  t h e  s i g n  o r  m a g n i t u d e  o f  pi - hi(p,b,y, ,) ,  a n d  i t  

r u l e s  o u t  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  n e g a t i v e  v a l u e s  f o r  xi a n d  si, b u t  

i t s  d o m a i n  i s  r e s t r i c t e d  t o  xi 20 a n d  0 < si < 1 i = 1, ..., N .  T h u s  

i t ,  t o o ,  c a n n o t  b e  a p p l i e d  t o  d a t a  c o n t a i n i n g  z e r o  v a l u e s  f o r  t h e  

I 6a x i ' s  o r  si S. 

G i v e n  t h e  a v a i l a b i l i t y  o f  o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  demands a s  w e l l  

a s  t h e  s h a r e s ,  o n e  m i g h t  w o n d e r  why a n y b o d y  w o u l d  b o t h e r  t o  

e s t i m a t e  s h a r e  s y s t e m s .  One r e a s o n  why s h a r e  s y s t e m s  h a v e  b a e ~  

e m p l o y e d  i n  t h e s e  c i r c u m s t a n c e s  (e .g .  M o r e y  (1981, 1 9 8 4 ) )  h a s  t o  

do w i t h  a  f a c t o r  t h a t  h a s  n o t  so f a r  b e e n  m e n t i o n e d  a n d  i s  n o t  

i n c o r p o r a t e d  i n t o  a n y  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  m o d e l s  d e s c r i b e d  a b o v e :  

t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t ,  s i n c e  c o m m o d i t i e s  may b e  i n d i v i s i b l e ,  t h e  

x i ' s  may b e  r e q u i r e d  t o  be  n o n - n e g a t i v e  i n t e g e r s .  

B e f o r e  d e s c r i b i n g  Mo r e y ' s  m o d e l ,  we w o u l d  l i k e  t o  make t h r e e  

o b s e r v a t i o n s  o n  t h e  g e n e r a l  i s s u e  o f  i n t e g e r - v a l u e d  c o n s u m p t i o n  

l e v e l s .  F i r s t .  t h e  e x t e n t  t o  w h i c h  t h i s  i s  a f a c t o r  t h a t  o u g h t  t o  

be  accommoda ted  i n  t h e  e s t i m a t i o n  p r o c e d u r e  i s  c l e a r l y  a  m a t t e r  o f  

d e g r e e ,  a n d  depends  o n  t h e  p a r t i c u l a r  d a t a  i n v o l v e d .  I f ,  a s  

s o m e t i m e s  h a p p e n s  w i t h  r e c r e a t i o n a l  d a t a ,  i n d i v i d u a l s  consume v e r y  

few u n i t s  o f  t h e  g o o d s  t h a t  t h e y  do buy  ( i . e . ,  make v e r y  f e w  



A 
v i s i t s  t o  s i t e s ) ,  consumpt ion  demand o u g h t  p r e h a p s  t o  be mode l l ed  

a s  i n t e g e r s .  Second ,  i n t e g e r - v a l u e d  consumpt ion  l e v e l s  can be 

m o d e l l e d  v i a  demand s y s t e m s  w i t h o u t  n e c e s s a r i l y  r e s o r t i n g  t o  t h e  

m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n ,  f o r  example by a s suming  t h a t  t h e  s i ' s  
@ 

a r e  i n d e p e n d e n t  P o i s s o n  v a r i a b l e s .  T h i r d ,  a s i d e  f rom i t s  i m p l i -  

c a t i o n s  f o r  s t o c h a s t i c  s p e c i f i c a t i o n  , t h e  f a c t  t h a t  commodi t i e s  

a r e  i n d i v i s i b l e  and  may be consumed o n l y  i n  i n t e g e r  u n i t s  c a u s e s  

p r o f o u n d  p rob lems  f o r  t h e  economic  a n a l y s i s  o f  demand f u n c t i o n s .  

T h i s  i s  b e c a u s e  t h e  c o n s u m e r ' s  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  becomes an 

i n t e g e r  programming p rob lem whose s o l u t i o n  i s  v e r y  d i f f e r e n t  f rom 

t h e  smooth demand f u n c t i o n s  i n  1 8 )  t h a t  a r e  b a s e d  on t h e  

p r e s u m p t i o n  o f  an i n t e r i o r  ( i . e .  n o n - i n t e g e r - v a l u e d )  s o l u t i o n .  To 

assume t h a t  t h e  x i ' s  a r e  P o i s s o n  ( o r  m u l t i n o m i a l )  v a r i a t e s  whose 

means a r e  g i v e n  by FI?(. ) , . . . , h i ( *  1 may i n v o l e  an i n c o n s i s t e n c y  

be tween  t h e  economic  and  s t a t i s t i c a l  s p e c i f i c a t i o n s  o f  t h e  model.  

1. The Morey Model 

I n  e m p l o y i n g  t h e  m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n ,  o n e  i s  t r e a t i n g  

t h e  x i ' s  a s  " c o u n t s "  o f  t h e  o c c u r r e n c e  o f  d i s c r e t e  e v e n t s .  The 

s t a n d a r d  s c e n a r i o  u n d e r l y i n g  t h e  m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  i s  t h a t  

R i n d e p e n d e n t  t r i a l s  a r e  h e l d  a n d ,  on e a c h  t r i a l .  N m u t u a l l y  

e x c l u s i v e  ou t comes  may o c c u r ,  w i t h  r i  b e f n g  t h e  p r o b a b i l i t y  o f  
N 

t h e  i t h  outcome where  r .> 0 a n d  E r = 1 .  Let t i  be  t h e  number o f  
I 1 i 

t i m e s  t h a t  t h e  i t h o u t c o m e  o c c u r s  i n  R t r i a l s .  The p r o b a b i l i t y  o f  

a n 1  ou tcome v e c t o r  ( e l , .  . . , bNl i s  
hl 

n t  ! 
where i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  1 j 



N N - 1  
E t j  = R ,  i . e . ,  tN = R - C t .. C o n d i t i o n a l  o n  R, some o f  t h e  
1 1 J 

moments  a r e  

F o l l o w i n g  M o r e y ,  we e q u a t e  t h e  c o u n t  ti w i t h  t h e  o b s e r v e d  demand 

f o r  t h e  ith g o o d  Xi, ni w i t h  t h e  s h a r e  f u n c t i o n  s i (p ,b ,yx)  

i n  ( 1 2 ) ,  a n d  R w i t h  x'. r ~ h i ( ~ , b , y ~ ) ,  a n d  w r i t e  t h e  d e n s i t y  o f  

t h e  o b s e r v e d  demands a s  7 

T h i s  d e n s i t y  r e q u i r e s  t h a t  s i (p ,b ,yx)  > 0, a n d  h e n c e  t h a t  

h t ! P , b , Y x )  > 0, i = 1 ,..., N,and i t s  d o m a i n  i s  

{ x i x i =  0,1,2 ,..., x .  , Z x .  = x,} .  Thus ,  i t  c a n  r e a d i l y  be  a p p l i e d  
1 

t o  d a t a  s e t s  c o n t a i n i n g  z e r o  v a l u e s  o f  t h e  o b s e r v e d  x i i s .  

H o w e v e r ,  t h e r e  i s  a  c o n c e p t u a l  p r o b l e m  i n  t h i s  a p p l i c a t i o n  o f  

t h e  m u l t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n  t o  c o n s u m p t i o n  d a t a  w h i c h  n e e d s  t o  be 

r e c o g n i z e d .  T h e  l o g i c  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  m o d e l  ( 1 8 )  i s  t h a t  t h e  

number  o f  t r i a l s .  R ,  i s  e x o g e n o u s  and,  t h e r e f o r e ,  t h i s  p a r a m e t e r  may 

b e  i g n o r e d  i n  m a x i m i z i n g  ( 1 8 )  t o  o b t a i n  e s t i m a t e s  o f  n l ,  ..., n,,'. 
.L rr, ~ > ~ + ~ L . i w \  C W ,  b3 what., me p a h u b  r. b ~nc!qmwy ~ 1 - a  3 b 

N 
hAp$ m. tot41 c . & . ~ ~ ~ p h . ~  q 3 O O ~ A .  ~ h u s  x,r z hx (p ,b ,y ,  

1 
c o n t a i n s  i n f o r m a t i o n  o n  t h e  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  e s t i m a t e d ,  a n d  c a n  

h a r d l y  be  i g n o r e d  i n  m a x i m i z i n g  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  d e r i v e d  f r o m  

(7.0). &\fizowg\n rcij, da1*\ot- w\ tCrc % - k c a h  9 (k) w, q 

b h  (M W U Y . U ~ ~  diak (ydh ~-l\l.eTtker co~isuv+t;~ b - d ~  !, sts;~~ 

), t t i : ~  stOch9~h~ m~dcJ\ imeq ha* ~cnhhp M&C M o. B ~ C I ; C ~  c q p ~ ; w a h . s ,  



When a p p l y i n g  t h e  model t o  r e c r e a t i o n  d a t a ,  Morey u s e s  two 

d i f f e r e n t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  f o r  g e n e r a t i n g  t h e  s h a r e  e q u a t i o n s .  

I n  Morey ( 1 9 8 1 )  he  u s e s  a  CES s u b f u n c t i o n  

where  q j ( b j )  i s  t h e  o v e r a l l  q u a l i t y  i n d e x  f o r  s i t e  j ,  and t h e  

p a r a m e t e r s  t o  be e s t i m a t e d  a r e  p and  t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  t h e  

j ' s .  T h i s  u t i l i t y  f u n c t i o n  i m p l i e s  h o m o t h e t i c  p a r t i a l  

demand f u n c t i o n s  and .  t h e r e f o r e ,  s h a r e  f u n c t i o n s  which a r e  

i n d e p e n d e n t  o f  y x  - s e e  ( 1 5 )  above: 

where  o E ( 1  - p ) - l >  0 i s  t h e  (common) e l a s t i c i t y  o f  s u b s t i t u t i o n  - 
among d i f f e r e n t  commodi t i e s  ( r e c r e a t i o n  s i t e s ) .  However, b e c a u s e  

o f  t h e  h o m o t h e t i c i t y ,  t h i s  u t i l i t y  model I m p l i e s  t h a t  a l l  

commodi t i e s  have  a  u n i t a r y  income e l a s t i c i t y  o f  demand, which I s  

I m p l a u s i b l e  i n  t h e  r e c r e a t i o n  c o n t e x t .  Morey ( 1 9 8 4 )  r e c o g n i z e s  

t h i s  and  employs  i n s t e a d  t h e  f o l l o w i n g  v e r s i o n  o f  P o l l a k  and 

Wales '  ( 19781  Q u a d r a t i c  E x p e n d i t u r e  Sys tem i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n  

where 

and  



+ j ( b j )  a n d  + . ( b . )  b e i n g  
J J 

d i f f e r e n t  q u a l i t y  i n d i c e s  f o r  s i t e  

j. The p a r a m e t e r s  t o  be  e s t i m a t e d  a r e  now a a n d  t h e  c o e f f i c i e n t s  

o f  t h e  + . ( -  ) ' s  a n d  t h e  $ . ( a  ) I s .  The r e s i i l t i n g  p a r t i a l  demand 
J J 

f u n c t i o n s  a r e  

f r o m  w h i c h  t h e  s h a r e  e q u a t i o n s  may b e  o b t a i n e d  b y  d i r e c t  a p p l i -  

c a t i o n  o f  ( 1 2 ) .  N o t i c e  t h a t  t h e s e  f u n c t i o n s  a r e  no  l o n g e r  

i n d e p e n d e n t  o f  y x  s i n c e  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  i s  n o t  h o m o t h e t i c .  

T h e  m o d e l  a c t u a l l y  e s t i m a t e d  i n  M o r e y  ( 1 9 8 4 )  d i f f e r s  f r o m  

( 2 2 b l  b e c a u s e  t h e  v a r i a b l e  x  i s  s u b s t i t u t e d  f o r  t h e  v a r i a b l e  y x  - 
i . e .  t h e  p a r t i a l  demand f u n c t i o n s  a n d  s h a r e  e q u a t i o n  t a k e  t h e  f o b m  

h r f p , b , x . )  a n d  s i ( p , b , x * ) .  However ,  a s  p o i n t e d  o u t  e a r l i e r  (?.9-6), 

63 t h i s  i s  an  i m p r e p e r  f o r m u l a t i o n .  Y e t ,  we c a n  e x p l a i n  how 

s o m e t h i n g  l i k e  t h i s  f o r m u l a t i o n ,  b u t  n o t  e x a c t l y  t h e  same, may 

a r i s e .  I n  f o r m i n g  t h e  p r i c e  v a r i a b l e s ,  M o r e y  i n c l u d e s  b o t h  d i r e c t  

m o n e t a r y  c o s t s  (ci, s a y )  a n d  t h e  v a l u e  o f  t i m e ,  v a l u e d  a t  t h e  wage 

r a t e .  T h u s ,  p i  = ci  + w t i ,  w h e r e  w  i s  t h e  wage r a t e  a n d  ti i s  t h e  

t i m e  s p e n t  t r a v e l l i n g  a n d  r e c r e a t i n g  a t  s i t e  i. S i n c e  t h e  p a r t i a l  

demand f u n c t i o n s  a n d  s h a r e  e q u a t i o n s  a r e  e a c h  homogeneous o f  

d e g r e e  z e r o  i n  p r i c e s  a n d  i n c o m e ,  o n e  c o u l d  n o r m a l i z e  b o t h  p r i c e s  

a n d  i n c o m e  by d i v i d i n g  t h e m  by  w, t o  o b t a i n  



Morey, i n  f a c t ,  does  work w i t h  t h e  p r i c e s  ( p i / w )  - 3 . e .  p r i c e s  

measured  i n  u n i t s  o f  tZme r a t h e r  t h a n  money. Moreover ,  he  a l s o  

m e a s u r e s  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  i n  u n i t s  of  t i m e  - x i  i s  one  day of  

r e c r e a t i o n  a t  s i t e  i ,  and x i s  t h e  t o t a l  number o f  d a y s  s p e n t  

r e c r e a t i n g  o v e r  t h e  s e a s o n .  B u t ,  f rom t h i s  one  c a n n o t  

l e g i t i m a t e l y  i n f e r  t h a t  y x / 3 =  x. a n d ,  t h e r e f o r e  one  c a n n o t  

s u b s t i t u t e  x a s  an a rgumen t  on t h e  r i g h t - h a n d  s i d e s  o f  ( 2 3 a , b 1 . ~  

Al though  t h e  m u l t i n o m i a l  d e n s i t y  a t t a c h e s  a  n o n - z e r o  

p r o b a b i l i t y  t o  t h e  e v o n t  t h a t  t i  = 0 and  c a n ,  t h e r e f o r e ,  be  

a p p l i e d  i n  p r a c t i c e  t o  consumpt ion  d a t a  c o n t a i n i n g  c o r n e r  

s o l u t i o n s ,  t h i s  does  n o t  n e c e s s a r i l y  make i t  a d e s i r a b l e  t o o l  f o r  

ana1yzSng s u c h  d a t a .  In  o r d e r  f o r  t h e  d e n s i t y  t o  be w e l l - d e f i n e d  
L 

i t  i s  r e q u  e d  t h a t  X i  > 0, i = 1 ...., N .  I f  o n e  i d e n t i f i e s  t h e s e  C 
p a r a m e t e r s  w i t h  t h e  s h a r e  s y s t e m  3 ( p , b . y x ) ,  . . . , s ~ ( p , b , y , ) ,  a s  

Morey ( 1 9 8 1 ,  f o o t n o t e  1 4 )  d o e s ,  r a t h e r  t h a n  i n t e r p r e t i n g  them a s  

c h o i c e  p r o b a b i l i t i e s ,  t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  t r u e  demand f o r  each  

good i s  p o s i t i v e  and  t h e  o n l y  r e a s o n  f o r  o b s e r v i n g  z e r o  s h a r e s  i n  

some p a r t i c u l a r  d a t a  s e t  i s  s a m p l i n g  v a r i a t i o n  r a t h e r  t h a n  a  

s t r u c t u r a l  f e a t u r e  of  economic  b e h a v i o r  - i n  t h e  same way t h a t  

when one  t o s s e s  a  f a i r  c o i n  s e v e r a l  t i m e s  i t  i s  p o s s i b l e  t h r o u g h  

s a m p l i n g  v a r i a t i o n  t o  o b t a i n  a  r u n  o f  h e a d s  and no  t a i l s .  



A d m i t t e d l y ,  t h e  f i t t e d  s i ( . )  f u n c t i o n s  c o u l d  t a k e  ve ry  smal l  

v a l u e s ,  so t h a t  t h e  e x p e c t e d  consumpt ion  of  any p a r t i c u l a r  good i s  

v e r y  s m a l l ,  b u t  t h i s  i s  n o t  a  s a t i s f a c t o r y  s o l u t i o n  t o  t h e  p r o b l e n  

Of c o r n e r  phenomena from an economic p o i n t  o f  view. Assuming t h a t  

t h e r e  a r e  c o r n e r  s o l u t i o n s  f o r  r e a s o n s  o t h e r  t h a n  s a m p l i n g  

v a r i a t i o n ,  economic t h e o r y  r e q u i r e s  t h a t  s i ( p , b , y x )  = 0 f o r  some 

r a n g e  o f  ( p , b , y x ) - s p a c e  a n d ,  a s  we show i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  t h e  

i n t e r n a l  s t r u c t u r e  o f  t h e  s . ( -  1 f u n c t i o n s  c h a n g e s  when t h i s  
1 - 

o c c u r s .  The change  i n  s t r u c t u r e  i s  n o t  c a p t u r e d  by ( 2 1 b )  o r  

( 2 2 b ) ,  which a r e  based  on t h e  p re sumpt ion  o f  an i n t e r i o r  s o l u t i o n  

@ t o  t h e  c o n s u m e r ' s  c h o i c e  problem.  

2 .  S h a r e  Models Used i n  t h e  L i t e r a t u r e  

A n  a l t e r n a t i v e  a p p r o a c h  i s  t o  r e t a i n  t h e  m u l t i n o m i a l  model 

b u t  i n t e r p r e t  t h e  p a r a m e t e r s ,  n l , . . . , n N .  a s  c h o i c e  p r o b a b i l i t i e s  

a r i s i n g  from some s t r u c t u r a l  economic  model t h a t  e x p l i c i t l y  

i n c o r p o r a t e s  t h e  p o s s i b i l i t y  o f  c o r n e r  s o l u t i o n s .  T h u s ,  n 1 . i s  



t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  a  b u d g e t  s h a r e  i s  p o s i t i v e  and ,  e v e n  i f  t h e  

o b s e r v e d  si = 0 ,  o n e  c a n  h a v e  ri > 0 a n d  t h e  way i s  c l e a r e d  f o r  

a n  a p p l i c a t i o n  o f  t h e  d e n s i t y  ( 1 8 ) .  The u n d e r l y i n g  e c o n o m i c  

m o d e l ,  h o w e v e r ,  i s  q u i t e  d i f f e r e n t  f r o m  t h a t  w h i c h  h a s  been 

e m p l o y e d  so f a r .  

T h e  e c o n o m i c  m o d e l  i s  d i f f e r e n t  b e c a u s e ,  u s i n g  t h e  

t e r m i n o l o g y  i n t r o d u c e d  e a r l i e r ,  t h e  m a c r o - a l l o c a t i o n s  now i n v o l v e  

t h e  d e t e r m i n a t i o n  o f  x  r a t h e r  t h a n  yx ,  a n d  t h e  m i c r o - a l l o c a t i o n  

i n v o l v e  t h e  a l l o c a t i o n  o f  x  among i n d i v i d u a l  s i t e s .  I n  a d d i t i o n  

t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  i s  d i f f e r e n t  i n  s e v e r a l  r e s p e c t s ,  i n c l u d i n g  

t h e  f a c t  t h a t  i t  i s  n o  l o n g e r  n e c e s s a r y  t o  i n v o k e  t h e  

s e p a r a b i l i t y  a s s u m p t i o n  t h a t  h a s  been e m p l o y e d  t h r o u g h o u t  t h i s  

s e c t i o n .  T h u s ,  we w o r k  w i t h  t h e  g e n e r a l  u t i l i t y  f u n c t i o n  

u ( x , b , z ) ,  a n d  ( a l t h o u g h  t h i s  i s  n o t  c r u c i a l )  we t a k e  z a s  a  

s c a l a r ,  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o n s u m p t i o n  o f  a  H i c k s i a n  c o m p o s i t e  com- 

m o d i t y  whose  p r i c e ,  q, i s  n o r m a l i z e d  t o  u n i t y .  We s h o u l d  

e m p h a s i z e  t h a t  t h e  a s s u m p t i o n  o f  a n  a l l o c a t i o n  o f  x  r a t h e r  t h a n  

y x  i s  n o t  c o m p a t i b l e  w i t h  t h e  c o n v e n t i o n a l  e c o n o m i c  f r a m e w o r k  o f  

u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  ( w i t h  t w o  e x c e p t i o n s  t o  b e  e x p l a i n e d  b e l o w )  

a n d  s h o u l d  b e  i n t e r p r e t e d  a s  a r i s i n g  f r o m  a  b e h a v i o r a l  r a t h e r  t h a n  

an o p t i m i z i n g  m o d e l  o f  c o n s u m e r  b e h a v i o r .  T h e  m i c r o - a l l o c a t i o n s ,  

however ,  - a r e  p r e s u m e d  t o  a r i s e  f r o m  m a x i m i z i n g  b e h a v i o r .  

The  m i c r o - d e c i s i o n  i s  t o  a l l o c a t e  a  f i x e d  t o t a l  c o n s u m p t i o n ,  

x ,  among N d i f f e r e n t  g o o d s ,  w h e r e  we r e c o g n i z e  t h a t  t h e  g o o d s  a r e  

f n d i v i s i b l e  a n d  c a n  o n l y  b e  consumed o n e  u n i t  a t  a  t i m e  ( e . 9 .  o n e  

c a n  o n l y  v i s i t  o n e  r e c r e a t i o n  s i t e  a t  a  t i m e ) .  



T h i s  i n d i v i s i b i l i t y  i s  e x p l i c i t l y  r e c o g n i z e d  i n  t h e  

s o l u t i o n  o f  t h e  c o n s u m e r ' s  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  b u t  i n  a  s p e c i a l  

manner :  i n s t e a d  o f  a s suming  t h a t  t h e  consumer s e l e c t s  h i s  e n t i r e  

p o r t f o l i o  o f  v i s i t s  t o  t h e  d i f f e r e n t  r e c r e a t i o n  s i t e s  a t  a  s i n g l e  

i n s t a n t  ( e . g .  a t  t h e  s t a r t  o f  t h e  r e c r e a t i o n  s e a s o n ) ,  a s  i s  

i m p l i e d  by c o n v e n t i o n a l  u t i l i t y  m o d e l s ,  we n o w  assume t h a t  he 

makes a  s e p a r a t e  c h o i c e  o f  which s i t e  t o  v i s i t  e a c h  t i m e  he 

e n g a g e s  i n  t h e  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y .  Given t h e  p r e d e t e r m i n e d  t o t a l  

number o f  t r i p s  ( " c h o i c e  o c c a s i o n s " ) ,  x , we i n t r o d u c e  t h e  c h o i c e  

v e c t o r s  d r  = ( d l r  ,..., d N r ) ,  r = 1 ,..., x * ,  where  d i r  = 1 i f  t h e  i t h  

s i t e  i s  s e l e c t e d  on t h e  r t h  t r i p  and d i r  = 0  o t h e r w i s e .  Thus 

( 2 4 )  Ed. = 1, Ed.  = x i ,  and f r d i r  = X .  
i I r r ~r 

To a l l o w  f o r  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  t h e  q u a l i t y  a t t r i b u t e s  o r  

c o s t s  o f  v i s i t i n g  t h e  s i t e s  v a r y  o v e r  d i f f e r e n t  c h o i c e  s i t u a t i o n s ,  

we can s u b s c r i p t  t h e s e  q u a l i t y  v a r i a b l e s :  br  = ( b l r ,  ..., b N r ) ,  

where  b i r  = ( b i l r , .  .. , b i k r ) ,  a n d  p r = ( p , r , . , p ~ r ) ~ l ~ o ,  l e t  z r  d e n o t e  

t h e  consumpt ion  o f  n o n - r e c r e a t i o n  goods a n d  y r  t h e  c o n s u m e r ' s  

income on t h e  r t h  c h o i c e  o c c a s i o n . 1 0  F i n a l l y ,  l e t  f ( d r , b r z r )  be 

t h e  c o n s u m e r ' s  u t i l i t y  f u n c t i o n  r e l e v a n t  f o r  t h e  r t h  c h o i c e  

o c c a s i o n .  Given t h e  m a c r o - a l l o c a t i o n  d e c i s i o n ,  t h e  m i c r o - d e c i s i o n  

i s  t o  

x .  
C f ( d  . b  .z maximize  

d l , . .  . , d  , z  r - 1  r  r r  
(25)  x. 

N 
s u b j e c t  t o  Z p  d  + z = y  

j = l  j r  j r  r  r r = 1  ,..., x , .  

I 
t 



T h i s  m a x i m i z a t i o n  problem can be decomposed i n t o  x s e p a r a t e  

p r o b l e m s ,  t h a t  i s ,  a  s e p a r a t e  d e c i s i o n  problem f o r  e a c h  c h o i c e  

o c c a s i o n  o f  t h e  form 

(26) maximize f ( d r , b r , z , l  s . t .  Z p .  d .  + zr = y  . 
j .3r a '  

I n  o r d e r  t o  d e s c r i b e  t h e  s o l u t i o n ,  s u p p o s e  t h a t  on t h e  r t h  c h o i c e  

o c c a s i o n  t h e  f n v i d i d u a l  h a s  s e l e c t e d  s i t e  i .  C o n d i t i o n a l  on t h i s  

d e c i s i o n ,  h i s  u t i l i t y  i s  

i f  we assume t h a t  f ( * )  s a t i s f i e s  weak c o m p l e m e n t a r i t y .  We w i l l  

r e f e r  t o  v1( * )  ,... , v N (  * )  a s  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n s .  S i n c e  t h e  consumer s e l e c t s  t h e  s i t e  which y i e l d s  t h e  

h i g h e s t  u t i l i t y ,  t h e  s o l u t i o n  t o  (26) can be e x p r e s s e d  i n  t e r m s  of  

t h e s e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  a s  

I 1 i f  v l ( b i r , y r - p i r )  .L v j ( b j r , y r - p j r )  a l l  j 
(28) d i r r  

0 o t h e r w i s e .  

F o r  e s t i m a t i o n  p u r p o s e s ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  i n t r o d u c e  a  

s t o c h a s t i c  e l e m e n t  i n t o  t h i s  demand model .  I n  t h e  c o n t e x t  o f  

d i s c r e t e  c h o i c e s ,  such  a s  a r i s e  h e r e ,  t h i s  i s  commonly done  by 

i n t r o d u c i n g  a  random e l e m e n t  d i r e c t l y  i n t o  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  

p r o d u c  i n g  what  f s  known a s  a  random u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  ( R U M )  

model ( S e e  Hanemann, 1 9 8 4 a ) ;  The i d e a  i s  t h a t ,  a l t h o u g h  t h e  

c o n s u m e r ' s  u t i l f t y  f u n c t i o n  i s  d e t e r m i n i s t i c  f o r  - h i m ,  i t  c o n t a i n s  

some e l e m e n t s  which a r e  u n o b s e r v a b l e  t o  t h e  e c o n o m e t r i c  

i n v e s t i g a t o r  and a r e  t r e a t e d  by t h e  f n v e s t i g a t o r  a s  random 



v a r i a b l e s .  T h e s e  e l e m e n t s  w i l l  b e  d e n o t e d  by  t h e  r a n d o m  v e c t o r  
lo& 

E ,  a n d  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  w i l l  be w r i t t e n  f ( d r , b r . z r ; c l .  
f 

U n d e r  t h e  R U M  h y p o t h e s i s ,  t h e  consumer  i s  
I 

assumed  t o  m a x i m i z e  f(d,,b,,z,;~) s c b j e c t  t o  t h e  b u d g e t  c o n s t r a i n t  k 
;c 

i n  ( 2 6 ) .  I f  t h e  R U M  m o d e l  s a t i s f i e s  t h e  weak c o m p l e m e n t a r y  L 
c o n d i t i o n ,  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  h a v e  t h e  

I 
- 

g e n e r a l  f o r m  uir = v i (b i r ,y r -p i r ,€ ) ,  i = I ,  ..., N. f 
H o w e v e r ,  we assume t h a t  t h e  r a n d o m  e l e m e n t s  e n t e r  t h e  u t i l i t y  

f u n c t i o n s  i n  s u c h  a  way t h a t  t h e y ,  t o o ,  a r e  a f f e c t e d  b y  weak f 
; t- 

c o m p l e m e n t a r y ,  a n d  we w r i t e  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  
C 

f u n c t i o n s  a s  a  f u n c t i o n  o f  t h e  s c a l a r  ei r a t h e r  t h a n  t h e  v e c t o r  I 

T h e  c o n s u m e r ' s  u t i l i t y  m a x i m i z i n g  c h o i c e  c a n  s t i l l  b e  e x p r e s s e d  

i n  t e r m s  o f  t h e s e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  a l o n g  I 
t h e  l i n e s  o f  ( 2 8 1 ,  e x c e p t  t h a t  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e  i n d i c e s  I 
dir ,..., dNr a r e  now r a n d o m  v a r i a b l e s  w i t h  a  mean E { d i r }  5 IT. i r 

g i v e n  b y  
I 
I 

I n  t h e  a p p l i c a t i n s  by  Hanemann ( 1 9 7 8 )  a n d  C a u l k i n s  e t  a l .  

( 1 9 S 4 ) ,  t h e  r a n d o m  v a r i a b l e s  E~,..., c+, a r e  assumed  t o  b e  i n d e -  

p e n d e n t l y  a n d  i d e n t i c a l l y  d i s t r i b u t e d  e x t r e m e  v a l u e  v a r i b l e s ,  a n d  

t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  ( 2 9 ) ,  t a k e  t h e  f o r m  



T h i s  g e n e r a t e s  t h e  l o g i t  model o f  d i s c r e t e  c h o i c e s  1 2  - 
"i N G .  

3 
( 3 2 )  r = e  / Z  e  i = l,...,N . 

i r j= l  

In  t h e  a p p l i c a t i o n  t o  be p r e s e n t e d  i n  C h a p t e r  1 0  we employ ,  

i n s t e a d ,  McFadden ' s  ( 1 9 7 8 )  G e n e r a l i z e d  Extreme Value  D i s t r i b u t i o n  

where  G i s  a  p o s i t i v e ,  l i n e a r  homogeneous f u n c t i o n  o f  N 

v a r i a b l e s .  l 3  When combined w i t h  (31) t h i s  y i e l d s  d i s c r e t e  c h o i c e  

p r o b a b i l i t i e s  o f  t h e  fo rm 

where  G i ( * )  i s  t h e  p a r t i a l  d e r i v a t i v e  o f  G ( ' )  w i t h  r e s p e c t  t o  

i t s  i t h  a r g u m e n t .  In  e i t h e r  c a s e ,  t h e  f o r m u l a s  f o r  t h e  c h o i c e  

p r o b a b i l i t i e s  may be s u b s t i t u t e d  i n t o  t h e  m u l t i n o m i a l  d e n s i t y  

( 1 8 )  f o r  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n  o f  t h e  p a r a m a t e r s  i n  t h e  

ci( ') f u n c t i o n s  and any o t h e r  p a r a m e t e r s  t h a t  may have been 

i n t r o d u c e d  i n t o  t h e  j o i n t  d e n s i t y  o f  t h e  f i l s .  

I n  e s t i m a t i n g  t h e s e  p a r a m e t e r s ,  t h e  t o t a l  number o f  t r i p s ,  

x . i s  t r e a t e d  a s  an exogenous  c o n s t a n t .  However i t s  d e t e r -  

m i n a t i o n  i s  t h e  s u b j e c t  o f  t h e  m a c r o - a l l o c a t i o n  

d e c i s i o n ,  t o  which  we now t u r n .  We a r e  aware  o f  o n l y  two s e t s  o f  

c i r c u m s t a n c e s  i n  which t h e  m i c r o - d e c i s i o n  a l l o c a t i n g  a f i x e d  x  

among i n d i v i d u a l  s f t e s  can be r e c o n c i l e d  w i t h  c o n v e n t i o n a l  macro-  

a l l o c a t i o n s  d e r i v a b l e  f rom u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n .  Suppose  f i r s t  



t h a t  t h e r e  i s  some u n u s u a l  t y p e  o f  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  i n  w h i c h  

o n e  c a n  p a r t i c i p a t e  o n l y  o n  a  f i x e d  number  o f  o c c a s i o n s ,  

- 
x ,  a l b e i t  a t  d i f f e r e n t  s i t e s  - an e x a m p l e  m i g h t  be t h e  t e m p o r a r y  

p r e s e n c e  o f f s h o r e  o f  a  r a r e  s p e c i e s  o f  f i s h  o r  a  h e a v i l y  r e g u -  

l a t e d  f i s h e r y  w h e r e  t h e  number  o f  d a y s  o f  open  s e a s o n  i s  a  
5*p-> %, n\& 

b i n d i n g  c o n s t r a i n t  o n  a l l  u s e r s .  p e o p l e  s  p r e f e r e n c e s  a r e  s u c h  I 
t h a t  t h e y  e i t h e r  do n o t  p a r t i c i p a t e  i n  t h i s  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  

- 
a t  a l l ,  o r  e l s e  p a r t i c i p a t e  x t i m e s  ( t h e  maximum p o s s i b l e  number  

o f  o c c a s i o n s ) .  An i n d i v i d u a l  may c h o o s e  t o  v i s i t  d i f f e r e n t  s i t e s  
rim- 

o n  d i f f e r e n t  o c c a s i o n s ,  b u t  f o r  e a c h  p e r s o n  E x . =  0 o r  E x . =  ;. l 1  1 

T h u s ,  i n  a d d i t i o n  t o  t h e  i n d i v i s i b i l i t y  i n  t h e  " c o n s u m p t i o n "  o f  

i n d i v i d u a l  s i t e s ,  t h e r e  i s  de f a c t o  a n  i n d i v i s i b i l i t y  i n  t h e  

o v e r a l l  l e v e l  o f  p a r t i c i p a t i o n  i n  t h e  a c t i v i t y .  I n  t h e s e  
0 

c i r c u m s t a n c e s ,  a  c o n v e n t i n a l  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  m o d e l  c o u l d  L 
j u s t i f y  a m i c r o - a l l o c a t i o n  d e c i s i o n  o f  t h e  t y p e  d e s c r i b e d  a b o v e ;  

t h e  m a c r o - a l l o c a t i o n  d e c i s i o n  w o u l d  b e  whe ' the r  o r  n o t  t o  

p a r t i  p a t e  i n  t h e  a c t i v i t y ,  w h i c h  i s  a d i s c r e t e  c h o i c e  t h a t  c o u l d  5' 
a l s o  be a n a l y z e d  v i a  a  u t i l i t y - t h e o r e t i c  l o g i t  o r  p r o b i t  m o d e l .  

I n d e e d ,  b o t h  d e c i s i o n s  c o u l d  be  d e r i v e d  f r o m  t h e  m a x i m i z a t i o n  o f  

a  s i n g l e  u n d e r l y i n g  u t i l i t y  f u n c t i o n  b a s e d  o n  ( 2 5 ) .  B u t  t h e  

t o t a l  number  o f  v i s i t s  t o  a l l  s i t e s  i f  an i n d i v i d u a l  d i d  

p a r t i c i p a t e  w o u l d  s t i l l  be  an e x o g e n o u s  c o n s t a n t .  

F o r  m o s t  r e c r e a t i o n  a c t i v i t i e s  t h i s  s c e n a r i o  i s  i m p l a u s i b l e  

s i n c e  t o t a l  s i t e  v i s i t a t i o n ,  x  , i s  a  f r e e l y  v a r i a b l e  c h o i c e .  I n  

t h i s  c a s e ,  t h e  o n l y  way t o  f i x  x  i n  a  manner  c o n s i s t e n t  w i t h  an 

o v e r a l l  u t i l i t y  m a x i m i z i n g  c h o i c e  i s  t o  assume t h a t  x  emerges  

f r o r  a s e q u e n c e  o f  s e p a r a t e  d e c i s i o n s :  on  e a c h  day  o f  t h e  



r e c r e a t i o n  s e a s o n  t h e  i n d i v i d u a l  d e c i d e s  b o t h  w h e t h e r  t o  

p a r t i c i p a t e  i n  r e c r e a t i o n  o n  t h a t  day  a n d  w h i c h  s i t e  t o  v i s i t  i f  he 

d o e s  p a r t i c i p a t e .  S u p p o s e  t h e  s e a s o n  h a s  R d a y s ,  a n d  l e t  

8, r e p r e s e n t  t h e  p a r t i c i p a t i o n  d e c i s i o n  o n  t h e  rth day ,  w h e r e  

er= 1 i f  t h e  i n d i v i d u a l  p a r t i c i p a t e s  a n d  er= 0  i f  he  d o e s  n o t ;  

a s  b e f o r e ,  dlr, . . , d ~ ~  r e p r e s e n t s  t h e  c h o i c e  o f  a s i t e  o n  t h e  r th  

d a y ,  c o n d i t i o n a l  o n  a d e c i s i o n  t o  p a r t i c i p a t e .  I n  a d d i t i o n  l e t  

uo,= v O ( y r ; c )  E f ( 0 ,  .... 0, blr,....bNr,yr;~) m e a s u r e  t h e  

i n d i v i d u a l ' s  u t i l i t y  i f  h e  does n o t  p a r t i c i p a t e  i n  r e c r e a t i o n  o n  

t h e  rth day .  l4 H i s  o v e r a l l  d e c i s i o n  p r o b l e m  i s  t o  

m a x i m i z e  c C e f ( d r , b r , z r ; ~ )  + ( 1 - e ) v O ( y r ; ~ ) 1  
8,d.z r = l  

s u b j e c t  t o  

w h i c h  c a n  b e  decomposed i n t o  R s e p a r a t e  p r o b l e m s  o f  t h e  f o r m  

( 3 7 )  m a x i m i z e  8f (dr .br ,2, . ;~)  + ( ~ - ~ ) v ~ ( Y ~ ; E )  
e r ' d r ' z r  

s u b j e c t  t o  t h e  c o n s t r a i n t s  i n  ( 3 6 a , b , c ) .  On a n y  day  t h e  

p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  p a r t i c i p a t e s  i n  r e c r e a t i o n  i s  

g i v e n  by  

(38) nor'  P r { ~ ~ = l )  * P r ( v 6 y r ; ~ )  - > . . . ~ Y N ( ~ & ~ - P ~ ~ ;  

w h i l e  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  he  v i s i t s  s i t e  i, c o n d i t i o n a l  o n  



d e c i d i n g  t o  p a r t i c i p a t e ,  i s  g i v e n  by 
- n .  r = P r ( d i r  - l l g , = l }  

The  e x p e c t e d  n u m b e r  o f  v i s i t s  t o  a l l  s i t e s  o v e r  t h e  season  i s  

w h i l e  t h e  e x p e c t e d  number  o f  v i s i t s  t o  t h e  ith s i t e  i s  

- - - If n i r  - x i  a n d  nor no a l l  r ,  t h e s e  become 

( 4 1  ' 1 E C x i l  = x jnoR.  

T h e  l o g i c  o f  t h i s  f o r m u l a t i o n  i s  t h a t  t h e  p a r t i c i p a t i o n  

d e c i s i o n  ( w h i c h  a f f e c t s  t h e  m a c r o - c h o i c e  o f  how many t r i p s  t o  

make o v e r  t h e  s e a s o n )  a n d  t h e  s i t e  c h o i c e  ( t h e  m i c r o - d e c i s i o n )  

a r e  i n t e r d e p e n d e n t  a n d  a r e  made s i m u l t a n e o u s l y  by  t h e  

i n d i v i d u a l .  F r o m  t h e  v i e w  o f  t h e  e c o n o m e t r i c i a n  t h e y  c a n  he 

a n a l y z e d  e i t h e r  s i m u l t a n e o u s l y  o r ,  w i t h  some l o s s  o f  e f f i c i e n c y  

b u t  g r e a t e r  c o m p u t a t i o n a l  e a s e ,  s e p a r a t e l y .  By a n a l o g y  w i t h  

(31 ) s u p p o s e  t h a t  

2 ,  

b e  G E V  w i t h  a n d  l e t  t h e  j o i n t  d e n s i t y  o f  E ~ . E ~ . . . . , E ~  
/ I 



where  o c i 0 , l )  i s ,  i n  e f f e c t ,  t h e  common i n d e x  o f  c o r r e l a t i o n  f o r  
I M a  

El. ".,E N' Dropp ing  t h e  s u b s c r i p t  r  f o r  s i m p l i c i t y ,  t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  s e l e c t i n g  t h e  i t h  s i t e  c o n d i t i o n a l  on a  d e c i s i o n  

t o  p a r t i c i p a t e  i n  r e c r e a t i o n  on any g i v e n  d a y  i s  

which  p a r a l l e l s  1 3 2 )  e x c e p t  f o r  t h e  n o r m a l i z i n g  c o n s t a n t  

1 -  T h i s  c o n s t a n t  c a n n o t  be i d e n t i f i e d  from d a t a  on s i t e  

c h o i c e s  a lone :  o n e  can e s t i m a t e  o n l y  c i l ( l - u ) ,  i = 1,. ..,N. I t  

i s  r e c o v e r e d ,  i n s t e a d ,  f rom t h e  d a t a  on t h e  i n t e n s i t y  o f  

r e c r e a t i o n  p a r t i c i p a t i o n .  D e f i n e  t h e  " i n c l u s i v e  v a l u e " ,  1 ,  by15 

Gj/(l-~) 

(45) 1 r l n ( X  e  1. 
1 

The p r o b a b i l i t y  o f  p a r t i c i p a t i o n  i n  r e c r e a t i o n  on any  day i s  

Given  an e s t i m a t e  o f  I f rom t h e  a n a l y s i s  o f  s i t e  c h o i c e s ,  t h e  

a n a l y s i s  o f  p a r t i c i p a t i o n  f n t e n s i t y  based  on (46) y i e l d s  

e s t i m a t e s  o f  o and  io( ' ) .  

fh i s  t y p e  o f  model h a s  been a p p l i e d  t o  

r e c r e a t i o n  demand by F e e n b e r g  and  M i l l s  (1980) and  C a u l k i n s  e t  

a l .  (19841, b u t  w i t h  some d i f f e r e n c e s .  S u b s t i t u t i n g  (46) i n t o  

(40) and t a k i n g  l o g a r i t h m s  o n e  o b t a i n s  t h e  r e g r e s s i o n  model f o r  

t o t a l  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y 1 6  



The e s t i m a t i o n  o f  t h i s  r e g r e s s i o n  m o d e l  by  n o n l i n e a r  l e a s t  

s q u a r e s  i s  an a l t e r n a t i v e  t o  maximum l i k e l i h o o d  e s t i m a t i o n  o f  a  

b i n a r y  l o g i t  m o d e l  b a s e d  d i r e c t l y  o n  ( 4 6 ) .  F e e n b e r g  a n d  M i l l s  

( 1 9 8 0 ,  p .  116) f o l l o w  t h i s  r o u t e ,  b u t  t h e i r  r e g r e s s i o n  m o d e l  i s  

somewhat  d i f f e r e n t .  F o r  t h e  p u r p o s e  o f  a n a l y z i n g  s i t e  c h o i c e s  

t h e y  s e t  0 = 0 i n  ( 4 3 )  a n d  ( 4 4 )  - i . e .  t h e y  e m p l o y  t h e  s t a n d a r d  

l o g i t  m o d e l  ( 3 2 ) .  A c c o r d i n g l y ,  t h e i r  i n c l u s i v e  v a l u e  i n d e x  i s  

a n d  t h e  a b o v e  r e g r e s s i o n  m o d e l s  w o u l d  become 

I n s t e a d ,  t h e y  e s t i m a t e  t w o  a l t e r n a t i v e  r e g r e s s i o n  m o d e l s  o f  t h e  

f o r m  

1 5 0 b )  I n  x. = - - vo + Y I '  Y $1, 

n e i t h e r  o f  w h i c h  i s  c o m p l e t e l y  c o n s i s t e n t  w i t h  ( 4 7 ' )  o r  

( 4 8 '  ).I7 C a u l k i n s  e t  a l .  ( 1 9 8 4 )  a l s o  s e t  (J = 0 i n  t h e i r  

a n a l y s i s  o f  s i t e  c h o i c e s ,  a n d  t h e y  e m p l o y  a  b i n a r y  l o g i t  m o d e l  

e s t i m a t e d  by  maximum 1  i k e l  i h o o d  f o r  i n t e n s i t y  o f  r e c r e a t i o n  

p a r t i c i p a t i o n .  B u t ,  r a t h e r  t h a n  o r i g i n a t i n g  f r o m  ( 4 6 )  w i t h  

0 = 0, i . e . ,  



t h e i r  l o g i t  m o d e l ' i s  b a s e d  o n  a  p a r t i c i p a t i o n  p r o b a b i l i t y  o f  t h e  

f o  r m  

- 
w h e r e ,  f n s t e a d  o f  b e i n g  g i v e n  b y  ( 4 9 ) .  1 i s  a  l i n e a r  f u n c t i o n  o f  

t h e  a v e r a g e  p r i c e  a n d  q u a l i t y  c h a r a c t e r i s t i c s  o f  t h e  v a r i o u s  

s i t e s .  B e c a u s e  o f  t h i s  d i f f e r e n c e ,  t h e  s i t e  c h o i c e s  a n d  t h e  

r e c r e a t i o n  p a r t i c i p a t i o n  d e c i s i o n s  a r e  n o t  m u t u a l l y  c o n s i s t e n t ,  

i n  t h e  s e n s e  o f  b e i n g  d e r i v e d  f r o m  a  s i n g l e  u n d e r l y i n g  u t i l i t y  

m a x i m i z a t i o n .  I 
3. A l t e r n a t i v e  M o d e l  o f  R e c r e a t i o n a l  Demand L 

As n o t e d  e a r l i e r ,  t h e  a b o v e  a p p r o a c h e s  t o  m o d e l l i n g  t o t a l  

r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  assume t h a t  i t  e m e r g e s  t h r o u g h  a  s e q u e n c e  o f  

s e p a r a t e  d e c i s i o n s  - d a i l y  d e c i s i o n s  made t h r o u g h o u t  t h e  y e a r ,  i n  

t h e  c a s e  o f  C a u l k i n s  e t  a l .  l8 Thes~ 
t 

d e c i s i o n s  n e e d  n o t  b e  i n d e p e n d e n t ,  s i h c e  t h e  E 
d e t e r m i n i s t i c  c o m p o n e n t s  o f  u t i l i t y  ( i . e .  t h e  v i ( - l ' s )  c o u l d  be  

" Ir - 
made t o  d e p e n d  o n  p r e v i o u s  c h o i c e s  d u r i n g  t h e  r e c r e a t i  In D 
a n d  t h e  s t o c h a s t i c  c o m p o n e n t s  ( i . e .  t h e  E ' S )  m i g h t  c o n c e i v a b l y  

be  c o r r e l a t e d  o v e r  t i m e .  
f 

However ,  t h e  d e c i s i o n s  a r e  u n c o o r d i n a t e d  i n  t h e  s e n s e  t 
t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  n e v e r  d e t e r m i n e s  o n  a n y  s i n g l e  o c c a s i o n  an 

o v e r a l l  a l l o c a t i o n  o f  t i m e  o r  money t o  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  f o r  E 
t h e  e n t i r e  s e a s o n .  As a  m a t t e r  o f  m o d e l l i n g  p h i l o s o p h y  we t e n d  

t o  f l n d  t h i s  u n s a t i s f a c t o r y .  
4qu*bOV\ ,& 

E 
By a n a l o g y  w i t h l _ ( l 5 ) L C h a p t e r  8 , we p r e f e r  t o  s p e c i f y  t o t a l  t 

r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  v i a  some f u n c t i o n  o f  t h e  f o r m  

( 5 2 )  x *  = H ( o ( p ) ,  ~ ( b ) , y )  



where  a( . )  and  z ( . )  a r e  some i n d i c e s  o f  t h e  o v e r a l l  c o s t  and 

q u a l i t y  o f  t h e  r e c r - a t i o n  o p p o r t u n i t i e s  a v a i l a b l e  t o  t h e  

i n d i v i d u a l s  and  I '  i s  t h e  i n c l u s i v e  v a l u e  i n d e x  g i v e n  by ( 4 9 1 .  i g a  

We i n t e n d  t h e s e  a s  (somewhat  a r b i t r a r y )  b e h a v i o r a l  r e l a t f o n s ,  and 

r e c o g n i z e  t h a t  t h e y  a r e  n o t  d e r i v a b l e  f rom a  h y p o t h e s i s  o f  o v e r -  

a l l  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n .  

I n  e s t i m a t i n g  ( 5 2 )  o r  (531  we 

r e c o g n i z e  t h a t  some i n d i v i d u a l s  do n o t  p a r t f c i p a t e  i n  r e c r e a t i o n  

a t  a l l  1 i . e .  x,= 0 )  and  employ e i t h e r  T o b i t  a n a l y s i s  o r  

G o l d b e r g e r ' s  ( 1 9 6 4 )  t w o - s t a g e  approxt 'mat ion  t o  T o b i t .  

C o n s e q u e n t l y ,  t h e  e x p e c t e d  number o f  v i s i t s  t o  a l l  s i t e s  o v e r  t h e  

s e a s o n  may be c a s t  i n  t h e  form 

where  t h e  s e c o n d  t e r m  on t h e  r i g h t - h a n d  s i z e  i s  t h e  p r o b a b i l i t y  

t h a t  t h e  f n d i v i d u a l  p a r t i c i p a t e s  a t  a l l  i n  r e c r e a t i o n l a n d  t h e  

e x p e c t e d  number o f  v i s i t s  t o  t h e  i t h  s i t e  i s  g i v e n  by 

where  xi i s  g i v e n  by ( 3 2 )  o r  ( 3 4 ) .  

E q u a t i o n s  ( 5 4 )  and  ( 5 5 )  may be c o n t r a s t e d  w i t h  ( 4 0 ' )  and  

4  I n  p a r t i c u l a r  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  t h e  t e r m  

Pr  {X  > O ]  i n  ( 5 4 )  and  ( 5 5 )  i s  d i f f e r e n t  from t h e  p r o b a b i l i t y  

"0 
d e f i n e d  i n  ( 3 8 ) .  ( 4 6 )  and  (4b'), which a p p e a r s  i n  ( 4 0 ' )  and 

( 4 1 ' 1 .  The fo rmer  m e a s u r e s  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  

p a r t i c i p a t e s  a t  a l l  d u r j n g  t h e  s e a s o n ,  w h i l e  t h e  l a t t e r  measu res  

t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  he p a r t f c i p a t e s  on any g i v e n  d a y .  They a r e  



r e l a t e d  by 

I t  i s  p r e c i s e l y  b e c a u s e  we b e l i e v e  t h a t  d i r e c t  e s t i m a t i o n  o f  

P r { x .  > O ]  i s  a  more p l a u s i b l e  method f o r  d e a l i n g  w i t h  

i n d i v i d u a l s  who, b e c a u s e  o f  o l d  a g e ,  i l l  h e a l t h ,  L+G 

n e v e r  r e c r e a t e  t h a t  we p r e f e r  t h e  m o d e l l i n g  

a p p r o a c h  based  on t h e  ad  hoc m a c r o - a l l o c a t i o n  f u n c t i o n s  ( 5 2 )  o r  

(53). I f  we wanted  a  f u l l y  u t i l i t y - t h e o r e t i c  model o f  

p a r t i c i p a t i o n  and s i t e  c h o i c e ,  r a t h e r  t h a n  ( 2 5 )  we would p r e f e r  

t o  employ t h e  c o r n e r  s o l u t i o n  models  t o  be d e s c r i b e d  below. 

B e f o r e  p r o c e e d i n g  t o  t h e s e  mode l s ,  i t  i s  i m p o r t a n t  t o  p o i n t  

o u t  a  p r a c t i c a l  i m p l i c a t i o n  o f  b o t h  t h e  s h a r e  models  s u c h  a s  ( 2 0 )  

t h a t  were  d i s c u s s e d  i n  t h e  e a r l i e r  p a r t  o f  t h i s  s e c t i o n ,  and  t h e  

l o g i t  models  s u c h  a s  (32) o r  ( 4 4 )  t h a t  we have  j u s t  been 

c o n s f d e r i n g .  T h i s  c o n c e r n s  t h e  a p p l i c a t i o n  o f  t h e s e  models  t o  

e v a l u a t e  t h e  w e l f a r e  e f f e c t s  o f  e v e n t s  s u c h  a s  t h e  c l o s i n g  o f  a  

s i t e  o r  t h e  improvement  o f  a  s i t e ' s  q u a l i t y .  The d e t a i l s  o f  

t h e s e  w e l f a r e  c a l c u l a t i o n s  w i l l  be g i v e n  I n  t h e  f i n a l  S e c t i o n  o f  

t h i s  C h a p t e r .  Here  we w i s h  t o  emphas i ze  o n e  a s p e c t  o f  them.  The 

l o g i c  o f  t h e  s h a r e  m o d e l s ,  w h e t h e r  b a s e d  on t h e  D i r i ch l e t .  

l o g i s t i c - n o r m a l  , o r  mu1 t i n o m i a l  d i s t r i b u t i o n s ,  f s t h a t  o n e  r e -  
m M $ ,  

c o v e r s  t h e  I n d i r e c t  ( s u b - ) u t i l i t y  f u n c t i o n  < ( p , b , y , ) .  when we I 
c a l c u l a t e  c o m p e n s a t i n g  o r  e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n s  f r o m  f o r m u l a s  

s u c h  a s  ( 1 6 a . b ) c F  C h a p t e r  8 we o b t a i n  t h e  c o m p e n s a t i o n  f o r  t h e  

e n t i r e  s e a s o n .  By c o n t r a s t ,  when we e s t i m a t e  l o g i t  mode l s  f o r  

t h e  a l l o c a t i o n  o f  v i s i t s  among s i t e s  such  a s  ( 3 2 )  o r  ( 4 4 )  and 

p e r f o r m  w e l f a r e  c a l c u l a t i o n s  a s  i n d i c a t e d  belou3, 



we o b t a i n  t h e  c o m p e n s a t i o n  p e r  c h o i c e  o c c a s i o n  o r  p e r  day  o f  t h e  

r e c r e a t i o n  s e a s o n .  T h e s e  c o m p e n s a t i o n s  m u s t  t h e r e f o r e  be m u l t i -  
. I 

p l i e d  b y  t h e  number  o f  c h o i c e  o c c a s i o n s  o r  t h e  number  o f  d a y s  i n  

t h e  r e c r e a t i o n  s e a s o n  i n  o r d e r  t o  be c o m p a r a b l e  w i t h  t h e  com- 

! 
p e n s a t i o n  e s t i m a t e s  d e r i v e d  f r o m  t h e  s h a r e  m o d e l s  s u c h  a s  ( 2 0 ) .  I 

f 

C o r n e r  S o l u t i o n  M o d e l s  

I n  o r d e r  t o  i l l u m i n a t e  some o f  t h e  p r o b l e m s  w h i c h  a r i s e  when 

o n e  a t t e m p t s  t o  m o d e l  c o r n e r  phenomena i n  a  manner  f u l l y  

c o n s i s t e n t  w i t h  u t i l i t y  t h e o r y ,  i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  b e g i n  b y  

d e s c r i b i n g  how o n e  m o d e l s  a  s p e c i a l  t y p e  o f  c o r n e r  s o l u t i o n  w h i c h  

Hanemann ( 1 9 8 2 a )  h a s  c a l l e d  an  " e x t r e m e "  c o r n e r  s o l u t i o n .  The 

u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m  t h a t  c o n c e r n s  u s  i n  t h i s  s e c t i o n  i s :  

( 5 7 )  m a x i m i z e  u ( x , ~ , z ; E )  s . t . 2  P. X. + qz = y 
L C 

x ,  z  
x .  > 0, z >  0. 

1 - - 
F o r  s i m p l i c i t y  we t r e a t  z as  a  s c a l a r  a n d  s e t  i t s  p r i c e ,  q, e q u a l  

t o  u n i t y .  I n  c o n t r a s t  t o  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  we a r e  n o t  now 

c o n c e r n e d  w i t h  t h e  p o s s i b i l i t y  t h a t  c o m m o d i t i e s  may be  

i n d i v i s i b l e  a n d  we do n o t  r e s t r i c t  t h e  x i ' s  t o  n o n - n e g a t i v e  

i n t e g e r  v a l u e s .  We a r e  c o n c e r n e d ,  i n s t e a d ,  w i t h  t h e  n o n -  

n e g a t i v i t y  c o n s t r a i n t s  i n  ( 5 7 )  a n d  t h e  c i r c u m s t a n c e s  i n  w h i c h  

t h e y  a r e  b i n d i n g .  E x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n s  a r i s e  when s o m e t h i n g  



i n  t h e  s t r u c t u r e  o f  ( 5 7 )  f o r c e s  a  c o r n e r  s o l u t i o n  i n  which a l l  - 
b u t  one  o f  t h e  x i ' s  i s  z e r o  - i . e .  t h e  consumer buys o n l y  o n e  o f  

t h e  q u a l i t y - d i f f e r e n t i a t e d  goods .  T h i s  can o c c u r  e i t h e r  b e c a u s e  

t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  u ( - 1  h a s  a  s p e c i a l  s t r u c t u r e  which  t r e a t s  

t h e  x i ' s  a s  p e r f e c t  s u b s t i t u t e s  - e x a m p l e s  a r e  ( 2 1 )  and  ( 2 2 )  o f  

C h a p t e r  8 - o r  b e c a u s e  t h e r e  i s  a  s e t  o f  a d d i t i o n a l  c o n s t r a i n t s  

f n  ( 5 7 )  o f  t h e  fo rm 

X . X .  = 0 a l l  i f j 
1 J 

- i . e . ,  f o r  some l o g i c a l  o r  i n s t i t u t i o n a l  r e a s o n  t h e  x i ' s  a r e  

m u t u a l l y  e x c l u s i v e  i n  consumpt ion .  By c o n t r a s t ,  a " g e n e r a l "  

c o r n e r  s o l u t i o n  a r i s e s  when some. b u t  n o t  n e c e s s a r i l y  N - 1 ,  o f  t h e  

x i a s  a r e  z e r o  a t  t h e  optimum. F o r  mos t  r e c r e a t i o n  c h o i c e s  o n e  

f i n d s  e v i d e n c e  o f  a  g e n e r a l  r a t h e r  t h a n  an e x t r e m e  c o r n e r  

s o l u t i o n ;  b u t ,  t h e  a n a l y s i s  o f  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n s  wi l l  s e t  
rFr. 

t h e  s t a g e  f o r  more g e n e r a l  mode l s .  L 
S i n c e  t h e  m o d e l l i n g  o f  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n s  h a s  been 

d i s c u s s e d  i n  some d e t a i l  i n  Hanemann ( 1 9 8 4 a ) ,  we c o n f i n e  

o u r j e l v e s  h e r e  t o  an o u t l i n e  o f  t h e  main f e a t u r e s .  Suppose ,  f o r  

t h e  moment, t h a t  t h e  consumer h a s  d e c i d e d  t o  consume o n l y  good i  

( v i s i t  s i t e  i ) .  I n v o k i n g  t h e  a s s u m p t i o n  o f  weak c o m p l e m e n t a r i t y ,  

h i s  u t i l i t y  c o n d i t i o n a l  on t h i s  d e c i s i o n  i s  

Even g i v e n  h i s  s e l e c t i o n  o f  t h i s  s i t e ,  he  s t i l l  h a s  a d e c i s i o n  t o  

make - t h e  number o f  t i m e s  he s h o u l d  v i s i t  i t  o v e r  t h e  r e c r e a t i o n  

s e a s o n .  T h i s  d e c i s i o n  i s  made by s o l v i n g :  



* 
( 5 9 )  

m a x i m i z e  u i ( x i , b j z ; ~ )  s . t .  pixi + z = Y  
X .  , Z  

b 

Xi 2 0 ,  Z - > 0. 

T h e  s o l u t i o n  may i n v o l v e  s e t t i n g  xi  = 0 ( i . e ,  he  w o n ' t  

p a r t i c i p a t e  i n  a n y  r e c r e a t i o n  o v e r  t h e  s e a s o n )  o r ,  l e s s  l i k e l y ,  
(i.C., 

x i  = Y / P ~ ,  p i e  ~iLEh"b a l l  o f  h i s  i n c o m e  on r e c r e a t i o n ) .  E i t h e r  

o f  t h e s e  c o r n e r s  may b e  h a n d l e d  b y  t h e  m e t h o d s  t o  be  d e s c r i b e d  

b e l o w ,  b u t  f o r  t h e  moment  we i g n o r e  t h e m  a n d  s i m p l y  w r i t e  t h e  

s o l u t i o n s  t o  ( 5 9 )  - t h e  c o n d i t i o n a l  o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s -  a s  
* - 

xi = h i ( p , b , y ; f l  a n d  z = z i ( p . , b . , y ; f )  1 1  5 y - p i h ~ ( p i , b i , y ; c ) .  

T h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  o b t a i n e d  b y  s u b s t i t u t i n g  
* * 

t h e s e  f u n c t i o n s  b a c k  i n t o  u i ( ' )  i s  v . ( p . . b . , y ; c ) .  
1 3 1  

A s s u m i n g  t h a t  u i ( '  ) i s  a  w e l l - b e h a v e d  d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  

t h e s e  t h r e e  f u n c t i o n s  p o s s e s s  a l l  t h e  s t a n d a r d  p r o p e r t i e s .  I n  
* 

p a r t i c u l a r  v i ( ' )  i s  q u a s i - c o n v e x  i n  ( p i , y ) ,  d e c r e a s i n g  i n  p i  a n d  

i n c r e a s i n g  i n  y ,  a n d  i t  s a t i s f i e s  R o y ' s  i d e n t i t y  

* av;(pi,bi,y;~)/api 
( 6 0 )  h . ( p . , b . , y ; e )  1 1 1  = - T~i  .bi,y ;€ ) /ay  ' 

* 
U n d e r  t h e  RUM h y p o t h e s i s ,  t h e  q u a n t i t i e s  x i  ,z a n d  vi a r e  known 

n u m b e r s  t o  t h e  c o n s u m e r  b u t ,  b e c a u s e  h i s  p r e f e r e n c e s  a r e  

i n c o m p l e t e l y  o b s e r v e d ,  t h e y  a r e  r a n d o m  v a r i a b l e s  f r o m  t h e  p o i n t  

o f  v i e w  o f  t h e  e c o n o m e t r i c  i n v e s t i g a t o r ,  a n d  t h e i r  d i s t r i b u t i o n  

may b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  assumed j o i n t  d e n s i t y  o f  E , ~ € ( E  ) .  

A l l  o f  t h e  f o r e g o i n g  i s  c o n d i t i o n a l  o n  t h e  c o n s u m e r ' s  

s e l e c t i n g  s i t e  i. The d i s c r e t e  c h o i c e  o f  w h i c h  s i t e  t o  s e l e c t  

( r e m e m b e r  t h a t  o n l y  - o n e  s i t e  w i l l  b e  s e l e c t e d )  c a n  b e  r e p r e s e n t e d  

b y  a  s e t  o f  b i n a r y  v a l u e d  i n d i c e s  dl, ..., d,, where  

d i = l i f x . > O a n d d . = O i f x . = O .  1 1  1  T h e c h o i c e m a y b e  



e x p r e s s e d  i n  t e rms  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  

as  
* * 

161) 
1 if vi (p i , b i , y ;~ )  > v.(p. .b. ,y; , )  a l l  j 

d i ( p . b , y ; ~ )  = - J J J  o t h e r w i s e .  

F o r  t h e  o b s e r v e r ,  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e  i n d i c e s  a r e  random 

v a r i a b l e s  w i t h  a  mean E{dij E xi g i v e n  by 

* 
(62) 

* 
T ~ ( P . ~ , Y ; E )  = P f { v i ( p i . b i , y ; ~ )  2 vj(pj,bjy;,), a l l  j] 

NOW c o n s i d e r  t h e  o r i g i n a l ,  u n c o n d i t i o n a l  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  

p rob lem,  w h i c h  c o n s i s t s  o f  ( 5 7 1  augmented, i f  necessa ry ,  by t h e  

c o n s t r a i n t s  i n  ( 5 8 ) .  The u n c o n d i t i o n a l  o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s  

a s s o c i a t e d  w i t h  t h i s  p r o b l e m  w i l l  be d e n o t e d  hi(p,b,y;e), 
i i = 1 ,..., N and z ( p , b , y ; ~ )  s y - Cpih ( p , b , y ; ~ ) ,  and t h e  r e s u l t i n g  

u n c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  i s  ~ ( p , b , y ; ~ l .  The r e -  

l a t i o n s h i p  between t h e s e  u n c o n d i t i o n a l  f u n c t i o n s  and  t h e  c o r r e s -  

p o n d i n g  c o n d i t i o n a l  ones i s  g i v e n  by 



G i v e n  a  s e t  o f  d a t a  o n  o b s e r v e d  c o n s u m p t i o n  c h o i c e s ,  t h e  l i k e -  

l i h o o d  f u n c t i o n  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  f r o m  ( 6 2 )  a n d  ( 6 3 )  a l o n g  t h e  

l i n e s  i n d i c a t e d  i n  Hanemann ( 1 9 8 4 a ) .  H e r e  we w i s h  t o  make t h r e e  

g e n e r a l  p o i n t s  a b o u t  t h i s  a p p r o a c h  t o  m o d e l l i n g  e x t r e m e  c o r n e r  

s o l u t i o n s .  F i r s t ,  t h e  k e y  b u i l d i n g  b l o c k s  a r e  t h e  c o n d i t i o n a l  
* * 

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  v l ( ' )  ,..., V N ( ' ) .  Once t h e s e  h a v e  

b e e n  s p e c i f i e d ,  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e  i n d i c e s  c a n  b e  d e r i v e d  f r o m  

t h e m  v i a  (61), t h e  c o n d i t i o n a l  demand f u n c t i o n s  c a n  b e  d e r i v e d  v i a  

( 6 0 ) ,  and t h e  u n c o n d i t i o n a l  demand f u n c t i o n s  v i a  ( 6 3 ) .  Thus we c a n  

c o n s t r u c t  a n  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n  m o d e l  d i r e c t l y  f r o m  t h e  

* v i (  ' ) I s  w i t h o u t  h a v i n g  t o  b o t h e r  w i t h  t h e  u n d e r l y i n g  d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n  u ( x , b , z ; ~ ) .  Second,  t h e  u n c o n d i t i o n a l  demand 

f u n c t i o n s  ( 6 3 )  embody an imp1 i c i t  s w i t c h i n g  r e g r e s s i o n  mode l  ( i  .e. 

a g e n e r a l i z a t i o n  o f  T o b i t  models),  s i n c e  t h e y  c a n  b e  e x p r e s s e d  

e q u i v a l e n t l y  i n  t h e  f o r m  ( u s i n g  t h e  c a s e  o f  N = 2 f o r  s i m p l i c i t y ) :  

I n  c o n t r a s t  t h e  g e n e r a l  ( 1  i n e a r )  s i n y l e  e q u a t i o n  s w i t c h i n g  

r e g r e s s i o n  mode l  t a k e s  t h e  f o r m  

W1f31 + v~ i f  ZY + n,O 

o t h e r w i s e ,  

9 - 3 4  



w h e r e  Y i s  t h e  d e p e n d e n t  v a r i a b l e ,  W l .  W2, and Z a r e  e x o g e n o u s  

v a r i a b l e s ,  61. 62, and  Y a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  e s t i m a t e d .  and 

v l ,  v2, and n  a r e  random e r r o r  t e r m s .  The demand m o d e l  [ 6 4 )  i s  

c l e a r l y  a  s p e c i a l  c a s e  o f  ( 6 5 )  where ,  b e c a u s e  t h e  d i s c r e t e  and 

c o n t i n u o u s  c h o i c e s  b o t h  f l o w  f r o m  t h e  same u n d e r l y i n g  u t i l i t y  

m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  t h e  v a r i a b l e s  '141 a n d  W2 a r e  t r a n s f o r m a t i o n s  

o f  t h e  v a r i a b l e s  2 ,  t h e  c o e f f i c i e n t s  6 1  a n d  82 a r e  d i r e c t l y  r e l a t e d  

t o  t h e  c o e f f i c i e n t s  Y ,  a n d  t h e  r a n d o m  t e r m s  VI a n d  v z  a r e  d e r i v e d  

f r o m  t h e  random t e r m  rl. Thus, t h e  r a n d o m  u t i l i t y  e x t r e m e  c o r n e r  

s o l u t i o n  demand m o d e l  c a n  b e  e s t i m a t e d  b y  a n y  o f  t h e  s t a t i s t i c a l  

t e c h n i q u e s  d e v e l o p e d  f o r  u s e  w i t h  s w i t c h i n g  r e g r e s s i o n  m o d e l s  w h i l e  

t a k i n g  a d v a n t a g e  o f  t h e  a d d i t i o n a l  r e s t r i c t i o n s  i n h e r e n t  i n  t h e  

r a n d o m  u t i l i t y  f o r m u l a t i o n .  

Our t h i r d  p o i n t  i s  a  c a v e a t :  t h e  p r a c t i c a l  a p p l i c a t i o n  o f  

t h e s e  m o d e l s  r e s t s  on  t h e  a b i l i t y  t o  d e v i s e  s p e c i f i c  f u n c t i o n a l  

f o r m s  f o r  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  a n d  t h e  j o i n t  

d e n s i t y  f C ( c )  w h i c h  y i e l d  r e a s o n a b l y  t r a c t a b l e -  f o r m u l a s  f o r  t h e  

d i s c r e t e  c h o i c e  p r o b a b i l i t i e s  ( 5 6 )  and t h e  c o n d i t i o n a l  demand 

f u n c t i o n s  ( 6 0 ) .  T h i s  h a s  i n  f a c t  b e e n  a c c o m p l i s h e d :  Hanemann 

( 1 9 8 4 a )  p r e s e n t s  a  v a r i e t y  o f  demand f u n c t i o n s  s u i t a b l e  f o r  e x t r e m e  

c o r n e r  s o l u t i o n s  w h i c h  o f f e r  c o n s i d e r a b l e  f l e x i b i l i t y  i n  m o d e l l i n g  

p r i c e ,  i n c o m e ,  a n d  qua1 i t y  e l a s t i c i t i e s .  S e v e r a l  o f  t h e s e  m o d e l s  

a r e  a p p l i e d  t o  t h e  B o s t o n  r e c r e a t i o n  d a t a  s e t  i n  Hanemann ( 1 9 8 3 a )  

f o r  t h e  s u b s e t  o f  h o u s e h o l d s  - a p p r o x i m a t e l y  o n e  q u a r t e r  o f  t h e  

s a m p l e  - who v i s i t e d  o n l y  o n e  s i t e  o v e r  t h e  summer and,  t h e r e f o r e .  

d i s p l a y e d  e v i d e n c e  o f  a n  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n  i n  t h e i r  b e h a v i o r .  

The r e m a i n i n g  h o u s e h o l d s  v i s i t e d  e i t h e r  no s i t e s  - w h i c h  c a n  a l s o  



b e  h a n d l e d  w i t h i n  t h e  f r a m e w o r k  o f  an e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n  

m o d e l  - o r  m o r e  t h a n  o n e  s i t e .  However ,  none  o f  t h e  l a t t e r  v i s i t e d  

e v e r y  s i t e  and,  t h e r e f o r e ,  a  g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n  i s  r e q u i r e d  t o  

m o d e l  t h e i r  b e h a v i o r .  

One a p p r o a c h  t o  m o d e l l i n g  g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n s  i s  a  

s t r a i g h t f o r w a r d  g e n e r a l i z a t i o n  o f  t h a t  a d o p t e d  above  f o r  e % t r e m e  

c o r n e r  s o l u t i o n s .  I n s t e a d  o f  m a k i n g  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e  t h e  

d e c i s i o n  a s  t o  w h i c h  s i t e  t o  v i s i t ,  we c a n  t r e a t  t h e  d e c i s i o n  t o  

v i s i t  a n y  c o m b i n a t i o n  o f  s i t e s  a s  a  d i s c r e t e  c h o i c e .  F o r  e x a m p l e ,  

s u p p o s e  t h a t  t h e  c o n s u m e r  d e c i d e s  t o  v i s i t  s i t e s  2  a n d  3, b u t  n o t  

s i t e s  1 o r  4 ...., N. C o n d i t i o n a l  o n  t h i s  d i s c r e t e  c h o i c e ,  h i s  

u t i l i t y  i s  u; = u (0 ,x2 ,x3 ,0  ,..., O,b,z;c) 

- * - - u ~ ~ ( x ~ , x ~ , ~ ~ , ~ ~ . z ; E )  ,and he d e t e r m i n e s  how many t i m e s  t o  v i s i t  

s i t e s  2 and  3 b y  m a x i m i z i n g  u Z 3 ( ' )  s u b j e c t  t o  p 2 x 2  + p3x3+  z = y. 

> 0, a n d  z  > 0. D e n o t e  t h e  r e s u l t i n g  c o n d i t i o n a l  demand X2 L O 8  X3 - - 
f u n c t i o n s  f o r  t h e s e  s i t e s  b y  h i (P2 .p3 ,b2 ,b3 ,y ;E )  and  

h i ( p 2  ,P3.b2 ,b3,y;c) and t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  

( p  ,p b  b  ,Y ;E ) ,  a n d  n o t e  t h a t  t h e s e  f u n c t i o n s  s a t i s f y  by  v;3 2 3 '  2 *  3  

R o y ' s  I d e n t i t y ,  ( 6 0 1 .  P r o c e e d i n g  s i m i l a r l y  w i t h  a l l  t h e  o t h e r  

p o s s i b l e  c o m b i n a t i o n s  o f  s i t e s ,  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e s  c a n  t h e n  b e  

e x p r e s s e d  i n  t e r m s  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  b y  

a  f o r m u l a  a n a l o g o u s  t o  ( 6 1 )  and t h e  u n c o n d i t i o n a l  demand f u n c t i o n s  

a r e  g i v e n  b y  a  f o r m u l a  a n a l o g o u s  t o  ( 6 3 ) .  However ,  t h e  p r o b l e m  w i t h  

t h i s  a p p r o a c h  i s  t h a t ,  i n s t e a d  o f  N d i s c r e t e  c h o i c e s ,  o n e  now has  

t o  d e a l  w i t h  zN d i s c r e t e  c h o i c e s .  I n  t h e  r e c r e a t i o n  c o n t e x t ,  w h e r e  
I 

h ca7  e a s l l y  b e  2 0  o r  3 0 ,  t h i s  becomes e x t r e m e l y  cumbersome.  k ' h i l e  

I t h e  a p p r o a c h  i s  f o r m a l l y  c o r r e c t  i n  t h e  s e n s e  t h a t  a n y  o t h e r  approache 

mus t  y i e l d  e q u i v a l e n t  r e s u l t s ,  o n e  n e e d s  a  s i m p l e r  p r o c e d u r e .  I 



An a1 t e r n a t i v e  p r o c e d u r e  c a n  b e  o b t a i n e d  by a p p e a l i n g  t o  t h e  

e c o n o m i c  c o n s i d e r a t i o n s  u n d e r l y i n y  t h e  s o l  u t i o n  t o  t h e  u t i l i t y  

m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m  ( 5 7 ) ,  e m b o d i e d  i n  t h e  Kuhn T u c k e r  c o n d i t i o n s .  

S u b s t i t u t i n g  t h e  b u d g e t  c o n s t r a i n t  i n t o  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  t h i s  

p r o b l e m  may b e  w r i t t e n  

N 
( 6 6 )  m a x i m i z e  u ( x , b , y - Z x j ; c )  s . t .  0 s x i - <  y / p i  i  = 1  ,..., tt 

1 

a n d  t h e  Kuhn-Tucker  c o n d i t i o n s  a r e  

- 
S u p p o s e  o n e  o b s e r v e d  an i n d i v i d u a l  who p u r c h a s e s  q u a n t i t i e s  zl ,..., x  

P 
o f  g o o d s  I.. . . ,  Q(:N) ,  a n d  y - o f  t h e  H i c k s i a n  c o ~ n p o s i t e  

c o m m o d i t y ,  b u t  n o t h i n g  o f  g o o d s  Q+1, ..., N ,  w h e r e  xi> 0 a n 3  

y > f p ; .  D e f i n e  t h e  N r andom v a r i a b l e s  i l l . . . . ,  n N  b y  
i J J  - 

( 6 8 )  q i  = n . j ( x , p , b , ~ ; E )  2 - au(; ,o ,b,y-  p.;.) - p j&(x ,O ,b .y -  
a x i  P J J  a z 

a n d  l e t  f n ( i l l .  ..., n ) be  t h e i r  j o i n t  d e n s i t y ,  o b t a i n e d  f r o m  f E ( € )  N 
b y  an a p p r o p r i a t e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e s .  By v i r t u e  o f  ( 6 7 ) ,  t h e  

p r o b a b i l i t y  o f  o b s e r v i n g  t h i s  c o n s u m p t i o n  e v e n t  i s  g i v e n  by 



If t h e  c o n s ~ i m e r  p u r c h a s e d  - n o n e  o f  t h e  g o o d s ,  so t h a t  Q = 0 and z = y ,  

t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h i s  e v e n t  is  

w h i l e ,  i f he p u r c h a s e d  some q u a n t i t y  o f  e v e r y  good  ( i . e .  an i n t e r i o r  
1: 

3 - 6 
s o l u t i o n ) ,  s o  t h a t  Q = N a n d  y > Z p j x j ,  t h e  p r o b a b i l i t y  i s  

1 

G i v e n  an e n t i r e  s a m p l e  o f  c o n s u m e r s  l o c a t e d  a t  d i f f e r e n t  c o r n e r  

s o l u t i o n s ,  t h e  l i k e l i h o o d  f u n c t i o n  w o u l d  b e  t h e  p r o d u c t  o f  E 
i n d i v i d u a l  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t s  e a c h  h a v i n g  t h e  f o r m  o f  ( 6 9 ) ,  ( 7 0 )  

o r  ( 7 1 ) .  
t 

T h i s  a p p r o a c h  t o  t h e  m o d e l l i n g  o f  g e n e r a l  c o r n e r  solutions was 

i n d e p e n d e n t l y  p r o p o s e d  b y  Hanemann ( 1 9 7 8 )  and Wales  and Woodland 

( 1 9 7 8 ) .  Two s p e c i f i c  e x a m p l e s ,  b o t h  b a s e d  on t h e  L i n e a r  E x p e n d i t u r e  

S y s t e m  u t i l i t y  model, a r e  

where  



a n d  t h e  8 ' s .  t h e  r k l s  a n d  t h e  o j l s  a r e  t h e  c o e f f i c i e n t s  t o  b e  
J 

e s t i m a t e d .  t o g e t h e r  w i t h  a n y  p a r a m e t e r s  o f  t h e  j o i n t  d e n s i t y  f (i). 

E 

D e f i n e  t h e  c o n s t a n t s  tl,. . . ,tN b y  

Q - 
ti = - Y + Y - p j j  i = q+1,... ,.,N. k 1  

Then ,  i n  t h e  c a s e  o f  t h e  u t i l i t y  m o d e l  ( 7 2 ) .  t h e  p r o b a b i l i t y  

s t a t e m e n t  ( 6 9 )  becomes 

I n  p a r t i c u l a r  if t h e  t i ' s  a r e  i n d e p e n d e n t  e x t r e m e  v a l u e  v a r i a t e s .  

t h i s  p r o b a b i l i t y  h a s  a c l o s e d - f o r m  e x p r e s s i o n :  

I n  t h e  c a s e  o f  t h e  u t i l i t y  m o d e l  ( 7 3 ) ,  d e f i n e  tl,...,tN b y  

J 

The  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t  ( 6 9 )  becomes 



Once a g a l n ,  a  c l o s e d  f o r m  e x p r e s s i o n  c a n  r e a d i l y  b e  o b t a i n e d  when 

t h e  E ~ ' S  a r e  i n d e p e n d e n t  e x t r e m e  v a l u e  v a r i a t e s .  These  u t i l i t y  

f u n c t i o n s  and s t o c h a s t i c  s p e c i f i c a t i o n s  b y  no means e x h a u s t  t h e  E 
p o s s i b i l  i t i e s ,  and we a r e  c u r r e n t l y  a c t i v e l y  e x p l o r i n g  a1 t e r n a t i v e  

f o r m u l  a t i o n s .  1 9  

Two g e n e r a l  p o i n t s  e m e r g e  f r o m  t h i s  a n a l y s i s  w h i c h  a r e  w o r t h  
Sr 
'IS 

e m p h a s i z i n g .  F i r s t ,  t h e  p r o b a b i l i t y  e x p r e s s i o n s  s u c h  a s  ( 7 8 )  E 
g e r e r a l l y  r e q u i r e  t h e  e v a l u a t i o n  o f  an ( N - Q ) - d i m e n s i o n a l  c u n u l a t i v e  

d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  - i .e. a  m u l t i p l e  i n t e g r a l  whose d i m e n s i o n a l -  

i t y  c o r r e s p o n d s  t o  o n e  l e s s  t h a n  t h e  number  o f  c o m m o d i t i e s  not 

consumed.  I n  t h e  r e c r e a t i o n  c a s e ,  where  &e*e -9 b . ~  li)-20 a i h  

hxt  a Cypira\ r&~\>u.c& +bCh m\r\ &= 2 d  3 G\%, 

t h e  e v a l u a t i o n  o f  t h e s e  i n t e g r a l s  

may b e  a  d a u n t i n g  t a s k ,  u n l e s s  o n e  i n v o k e s  s o m e t h i n g  l i k e  t h e  

i n d e p e n d e n c e  a s s u t n p t i o n  used  above .  The  d i m e n s i o n a l i t y  

( N - Q )  i s  f u n d a m e n t a l ,  i n  t h a t  i t  i s  r o o t e d  i n  t h e  l o g i c  o f  
gw 

t h e  u t i l  i t y  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m .  cvZm*,;l- @ 
C;nt MQU*~ 

r e p r e s e n t s  an i m p r o v e m e n t  o v e r  theLapproach,  

d e r i v e d  f r o m  t h e  a n a l y s i s  o f  e x t r e i n e  c o r n e r  
SIK'LC 

s o l u t i o n s  khe d i s c r e t e  c h o i c e s  imp1 i e d  b y  t h e  a n a l o g  o f  ( 6 2 )  f o r  
J I 

g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n s  i n v o l v e ,  i n  p r i n c i p l e ,  up t o  a  ( z N - 1 )  

d i m e n s i o n a l  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n .  

S e c o n d  t h e r e  i s  a  b a s i c  

t r a d e o f f  b e t w e e n  a c h i e v i n g  s i m p l i c i t y  i n  t h e  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s  C 



and  i n  t h e  demand f u n c t i o n s .  T h i s  c a n  b e  seen,  f o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  

u t i l i t y  m o d e l  ( 7 2 ) .  The m a r g i n a l  u t i l i t y  t e r m  a p p e a r i n g  i n  t h e  

Kuhn T u c k e r  c o n d i t i o n s  i n v o l v e s  s i m p l y  + i (b i  , E ) ,  w h e r e a s  t h e  

ith demand f u n c t i o n  h a s  t h e  f o r m  

w h i c h  i n v o l v e s  t h e  r a t i o  + As we o b s e r v e d  i n  t h e  

p r e v i o u s  s e c t i o n ,  t h e r e  i s  g e n e r a l l y  a  ~ ' ~ 4 ~  b e t w e e n  h a v i n g  a  

s i m p l e  d i s t r i b u t i o n  f o r  t h e  random v a r i a b l e s  $1....,$~ a n d  

h a v i n g  a  s i m p l e  d i s t r i b u t i o n  f o r  r a t i o s  f o r m e d  f r o m  them.  I n  o r d e r  

t o  a p p r e c i a t e  t h e  s i g n i f i c a n c e  o f  t h i s  t r a d e o f f ,  i t  i s  n e c e s s a r y  t o  

c o n s i d e r  t h e  d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  e s t i m a t i o n  and p r e d i c t i o n  a s  

f a c e t s  o f  t h e  m o d e l 1  i n g  a c t i v i t y .  B o t h  i n v o l v e  p r o b a b i l i t y  

s t a t e m e n t s  - e s t i m a t i o n ,  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  f o r m i n g  l i k e l i h o o d  

f u n c t i o n s ;  p r e d i c t i o n ,  f o r  t h e  p u r p o s e  o f  c a l c u l a t i n g  t h e  e x p e c t e d  

demand f o r  s i t e s  u n d e r  d i f f e r e n t  p r i c e  o r  q u a l i t y  r e g i m e s .  I n  

c o n v e n t i o n a l  demand a n a l y s i s ,  i n c l u d i n g  t h e  s h a r e  m o d e l s  d e s c r i b e d  

i n  t h e  p r e v i o u s  s e c t i o n ,  e s t i m a t i o n  and p r e d i c t i o n  a r e  b o t h  b a s e d  

o n  e s s e n t i a l l y  t h e  same t h i n g  - t h e  s y s t e m  o f  demand o r  s h a r e  

e q u a t i o n s .  T h e r e f o r e ,  g e n e r a l l y  s p e a k i n g ,  a  s t o c h a s t i c  s p e c i f i -  

c a t i o n  w h i c h  f a c i l i t a t e s  t h e  p r o c e s s  o f  e s t i m a t i o n  w i l l  a l s o  

f a c i l i t a t e  t h a t  o f  p r e d i c t i o n ,  and c o n v e r s e l y .  As t h e  a b o v e  

e x a m p l e  i l l u s t r a t e s ,  t h i s  i s  n o t  t r u e  when we d e a l  w i t h  c o r n e r  

s o l u t i o n s ,  w h e r e  e s t i m a t i o n  c a n  b e  b a s e d  on t h e  ( p e r h a p s  s i m p l e )  

K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s ,  w h i l e  p r e d i c t i o n  i s  b a s e d  on t h e  ( p e r h a p s  

c o m p l e x )  demand f u n c t i o n s .  



It w o u l d  b e  c o n v e n i e n t ,  t h e r e f o r e ,  i f  we c o u l d  e x p r e s s  t h e  

K u h n - T u c k e r  c o n d i t o n s  n o t  i n  t e r m s  o f  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n ,  a s  i n  ( 6 7 ) ,  b u t  r a t h e r  i n  t e r m s  o f  d e r i v a t i v e s  o f  

t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n .  S i n c e  R o y ' s  I d e n t i t y  a p p l i e s  even 

i n  t h e  f a c e  o f  c o r n e r  s o l u t i o n s ,  t h e r e  i s  some hope t h a t  a 

s p e c i f i c a t i o n  w h i c h  a c h i e v e s  s i m p l  i c i t y  f o r  t h e  demand f u n c t i o n s  

w o u l d  a l s o  c o n f e r  s i m p l i c i t y  o n  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  K u h n - T u c k e r  

c o n d i t i o n s ,  i f  t h e y  e x i s t e d .  F u r t h e r m o r e ,  a s  d i s c u s s e d  i n  t h e  n e x t  

s e c t i o n ,  we1 f a r e  e v a l u a t i o n  f o r  p r i c e  and q u a l i t y  c h a n y e s  a r e  b a s e d  

o n  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  so t h a t  a  s p e c i f i c a t i o n  w h i c h  

s i m p l i f i e d  t h e i r  s t o c h a s t i c  s t r u c t u r e  m i g h t  a l s o  s i m p l i f y  t h e  t a s k  
* 

o f  we1 f a r e  e v a l u a t i o n s .  I s  i t  p o s s i b l e ,  t h e n ,  t o  a n a l y z e  c o r n e r  

s o l u t i o n s  e x c l u s i v e l y  i n  t e r m s  o f  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ?  

T h a t  i t  i s ,  i n  f a c t ,  p o s s i b l e  t o  do  t h i s  has  r e c e n t l y  b e e n  

p r o v e d  b y  Lee  and P i t t  ( 1 9 3 3 )  and Hanemann ( 1 9 8 4 6 ) .  B e f o r e  

d e s c r i b i n g  t h e  imp1 i c a t i o n s  f o r  t h e  s p e c i f i c a t i o n  and e s t i m a t i o n  o f  

random u t i  1 i t y  m o d e l s ,  we s h a l l  s u m m a r i z e  t h e s e  t h e o r e t i c a l  

d e v e l o p m e n t s ,  f o l l o w i n g  t h e  p r e s e n t a t i o n  i n  Hanemann ( 1 9 8 4 d ) .  F o r  

s i m p l  i c i t y  we s w i t c h ,  t e m p o r a r i l y ,  t o  a  d e t e r m i n i s t i c  u t i l  i t y  

s e t t i n g  ( i . e .  we o m i t  t h e  v e c t o r  E )  and we i g n o r e  t h e  n u m e r a i r e  

y o o d ,  z ,  and  t h e  qua1 i t y  v a r i a b l e s ,  b .  Thus we c a n  c o n s i d e r  an 

i n d i r e c t  u t i l i t y  v e r s i o n  o f  t h e  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s  f o r  t h e  

m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m :  

( 8 0 )  max u ( x  x k )  s u b j e c t  t o  l p . x . =  y ,  x .  2 0 i = 1  ,..., N 
x  1 1  1 

9 - 4 2  



As b e f o r e ,  we d e n o t e  t h e  r e s u l t i n g  o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s  

b y  h i ( p , y ) t  i = 1  ,..., N, and  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  b y  v ( p , y ) .  

We s h a l l  now r e f e r  t o  t h e s e  a s  t h e  " c o n s t r a i n e d "  demand and 

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  and  we s h a l l  d e n o t e  t h e  v e c t o r  o f  

demands b y  x. I n  o r d e r  t o  p r o c e e d ,  we n e e d  t o  i n t r o d u c e  s e v e r a l  

a d d i t i o n a l  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m s  w h i c h  a r e  c o m p a n i o n s  t o  { 8 0 ) .  One 

o f  t h e s e  p r o b l e m s  i s  ( 8 0 )  m i n u s  t h e  i n e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s :  

( 8 1 )  max u ( x  x N )  s u b j e c t  t o  Epixi = y .  
X 

We r e f e r  t o  t h i s  a s  t h e  " u n c o n s t r a i n e d "  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m ,  and 
* 

we c a l l  t h e  r e s u l  t i n g  demand f u n c t i o n s ,  d e n o t e d  h i  ( p  , y )  , and 
* 

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  d e n o t e d  v  ( p , y ) ,  t h e  " u n c o n s t r a i n e d "  

demand and  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s .  As a  s h o r t h a n d .  t h e  

c o n s u m p t i o n  v e c t o r  w h i c h  s o l v e s  ( 8 1 )  w i l l  b e  d e n o t e d  x*. The l o g i c  

o f  ( 8 1 )  i s  t h a t  t h e  c o n s u m e r  i s  i m p l i c i t l y  a l l o w e d  t o  p u r c h a s e  

n e g a t i v e  q u a n t i t i e s  o f  g o o d s ,  w h i c h  i s  m e a n i n g l e s s  e c o n o m i c a l l y  b u t  

s e r v e s  a s  a  u s e f u l  a r t i f a c t  f o r  o u r  a n a l y s i s .  

The r e m a i n i n g  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m s  a1 1  i n v o l v e  

e q u a l i t y  c o n s t r a i n t s ,  o f  t h e  f o r m  

( 8 2 )  max u(x l  ,..., x N )  s u b j e c t  t o  z p i x i  = y and  x = 0 
X i 

( 8 3 )  max u ( x l  ,..., x N )  s u b j e c t  t o  xpixi= y ,  x, = 0 and x 2  = 0, e t c .  
X 

We r e f e r  t o  t h e s e  a s  " p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d "  p r o b l e m s  and we d e n o t e  
* * 

t h e  s o l u t i o n  v e c t o r s  b y  ix o r 1 2 x  , e t c  ., t h e  demand f u n c t i o n s  b y  



* 
h .  ( )  o r  1 2 h i ( ' ) ,  e t c .  and t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  b y  1 1  
* * 

v 1 ( - )  o r  1 2 ~  ( * ) ,  e t c .  I t  i s  i m p o r t a n t  t o  n o t e  t h a t  
= 1 2 ~ ;  

- * 
= 0 ( i . e .  t h e  f i r s t  e l e m e n t  o f  i x *  and t h e  f i r s t  t w o  - 1 z x 2  

* e l e m e n t s  o f  12x a r e  z e r o )  and t h a t  n o t  a l l  o f  t h e  p r i c e s  a p p e a r  

a s  a r g u m e n t s  i n  t h e s e  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  demand and i n d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n s .  Thus,  

( 8 4 )  * * 
a n d  1~ ( P ~ , . . . , P ~ . Y )  

W i t h  t h i s  n o t a t i o n  i n  hand ,  we c a n  now d e s c r i b e  Hanemann 's  b 
f i n d i n y s  t h r o u y h  a  s e r i e s  o f  t h e o r e m s  whose p r o o f s  we o m i t .  These  

i n v o l v e  t h e  f o l l o w i n y  r e y u l a r i t y  c o n d i t i o n s  o n  t h e  d i r e c t  u t i l i t y  R 
f u n c t i o n :  

( U - 1 )  u  i s  a  c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d  f u n c t i o n  d e f i n e d  o v e r  R~ 
E 

( 0 - Z a )  u  i s  n o n - d e c r e a s i n g  i n  e a c h  a r g u m e n t ,  and i s  s t r i c t l y  k 
i n c r e a s i n g  i n  a t  l e a s t  o n e  a r g w n e n t .  

( 3 - 2 b )  I f  x i  = 0  f o r  some, b u t  n o t  a l l ,  i n d i c e s  i, u  i s  

i n c r e a s i n g  i n  a t  l e a s t  o n e  a r y u m e n t  x j  w h e r e  x j  > 0. E 
(D-3) u  i s  s t r i c t l y  q u a s i c o n c a v e  

The  p u r p o s e  o f  t h e  t h e o r e m s  i s  t o  e s t a b l i s h  v a r i o u s  r e l a t i o n s  
fGi ~ ~ t u * ( a ~ \ i O  t t ;ea '$d,  ca*hb+iwc!.w~e~rriw\~kW~~\ p ~ b h  a 4  
b e t w e e n  t h e  s o l  u t i o r s  t o  t h e  u n c o n s t r a i n e d  o r  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  

E 
L 

p r o b l  ems. I 



* - 
T h e o r e m  1, If x . >  0 i = 1 ...,, h ,  t h e n  x .  = x .  > 0 i = 1 , . . . , I { .  

1 1 1 

L e t  u s a t i s f y  ( D - l ) ,  ( D - 2 a ) ,  a n d  ( D - 3 ) ;  t h e n  2, > 0 

* - 
i = 1 ,..., N i m p l i e s  t h a t  x i  = x i  > 0,  i = 1 ,...,ti 

T h e o r e m  2. L e t  u s a t i s f y  ( D - 1 ) .  ( D - Z a  , b ) ,  and ( D - 3 ) .  Suppose G=o, 
* - . > 0 i = 2 . .  h e  i x; (_ 0, and  ( i i )  , x ;  = x . >  ( 1 1 

i = 2, .  ..,N. 
* 

T h e o r e m  3. L e t  u s a t i s f y  ( 0 - 2 a )  and ( 0 - 3 ) .  Suppose t h a t  x l  SO 
* 

and  l ~ i  > 0, i = 2 ,..., N. Then ( i )  5 = 0 and 
* 

( i s )  Xi = I > O , i = 2  ,..., N. 
* 

G i v e n  some s e t  o f  i n d i c e s ,  A ,  l e t  ( A - i ) ~  d e n o t e  t h e  s o l u t i o n  t o  

w h e r e  i t  i s  u n d e r s t o o d  t h a t  t h e  i n d e x  i i s  a member o f  A. 

Theorem 4 .  L e t  u s a t i s f y  ( D - I ) ,  (D-2a.b) .  and  ( 0 - 3 ) .  Suppose 

- 
t h a t ,  f o r  some s e t  o f  i n d i c e s  A,  x i  = 0 a l l  i e A  and  
- 
x i  > 0 a l l  i t A .  

Then ,  ( i )  xf < 0 f o r  a t  l e a s t  o n e  i n d e x  i € A  
* 

( i i )  (A-i)xi s 0 f o r  e a c h  i f A  

( i i i )  AX; = Xi > 0 a l l  i f h  

Theorem 5. L e t  u s a t i s f y  (D -2a )  a n d  ( 0 - 3 ) .  Suppose t h a t ,  f o r  some 

* 
s e t  o f  i n d i c e s  A, (a) x i  < 0 f o r  a t  l e a s t  o n e  i n d e x  

* * 
( b  ) (A - l f~ i  (_ 0  f o r  e a c h  i € A ,  and  (c) Axi > 0 

a l l  i $ A .  

Then ,  ( i )  xi = 0 a l l  i 6 h  

(ii) Ti = > 0 a l l  i C A .  



Theorem 1 s a y s  t h a t  i f ,  a t  some p o i n t  i n  ( p , y ) - s p a c e ,  t h e  

* 
u n c o n s t r a i n e d  demand f u n c t i o n s  a r e  a l l  p o s i t i v e ,  h j ( p , y )  > 0 

i = l,.,.,N, t h e n  t h e  c o n s t r a i n e d  m a x i m i z a t i o n  p r o b l e m  ( 8 0 )  has  an  

i n t e r i o r  s o l u t i o n ,  a n d  c o n v e r s e l y .  Suppose,  i n s t e a d ,  t h a t  t h e r e  i s  

a  c o r n e r  s o l u t i o n .  I t  t u r n s  o u t  t o  make s o m e t h i n g  o f  a  d i f f e r e n c e  

w h e t h e r  t h e  c o r n e r  s o l u t i o n  i n v o l v e s  z e r o  c o n s u m p t i o n  o f  o h l y  o n e  

g o o d  o r  o f  s e v e r a l  g o o d s .  I f  t h e  f o r m e r  o c c u r s ,  s a y  o n l y  yl = 0, 

t h i s  i m p l i e s  t h a t  t h e  u n c o n s t r a i n e d  demand f o r  g o o d  o n e  i s  

n o n - p o s i t i v e ,  w h i t e  t h e  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  demands f o r  a1 1  t h e  

o t h e r  g o o d s  ( i . e .  t h e  demands c o n d i t i o n a l  on  h a v i n g  x l  = 0 ) a r e  
* * 

a l l  p o s i t i v e :  hl(p,b,y) ( 0 ,  Ihi(p2 ,..., pN,y)  > 0  i = 2 ..... N.  

T h i s  i s  t h e  c o n t e n t  o f  Theorem 2, w h i l e  Theorem 3 s t a t e s  t h e  

c o n v e r s e .  S i m i l a r l y  Theorems 4 a n d  5 c o v e r  t h e  c a s e  w h e r e  t h e  

c o r n e r  s o l u t i o n  i n v o l v e s  z e r o  c o n s u m p t i o n  o f  s e v e r a l  g o o d s .  

An i m p o r t a n t  i m p l i c a t i o n  o f  p a r t  ( i i )  o f  T h e o r e m  2 and p a r t  

( i i i )  o f  Theorem 4 i s  t h a t ,  a t  c o r n e r  s o l u t i o n s ,  t h e  demands f o r  

t h e  goods  w h i c h  a r e  b e i n g  consumed a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  p r i c e s  o f  - 
t h o s e  w h i c h  a r e  n o t :  e.g. i f  = 0, t h e  demand f u n c t i o n s  f o r  

t h e  o t h e r  g o o d s ,  h i ( ' ) .  i = 2 ,..., N, a r e  i n d e p e n d e n t  o f  p l  

a n d  depend  o n l y  o n  p2 , . . . ,p~ .  I n  e f f e c t ,  when o n e  t a k e s  t h e  

n o n - n e g a t i v i t y  c o n s t r a i n t s  i n  ( 8 0 )  s e r i o u s l y ,  t h e  c o n s t r a i n e d  

demand f u n c t i o n  i s  segmen ted ,  h a v i n g  t h e  g e n e r a l  f o r m :  

e t c .  
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where  t h e  e v e n t s  ( p , y ) ~ T ~ , ( p , y ) ~ T 2 ,  ( p , y ) e T 3  e t c .  c o r r e s p o n d  t o  

d i f f e r e n t  s i g n  p a t t e r n s  f o r  t h e  u n c o n s t r a i n e d  and p a r t i a l l y  

c o n s t r a i n e d  demand f u n c t i o n s ,  a s  s p e c i f i e d  in Theorem>]-5.  (The 
h: lp .%] [ r u ~  rtic w ~ l < ( h h P h O l ~ ~ b  0~v.3 e&* c-/-~&\u& h - d ,  

e x a c t  r u l e s  f o r  d e r i v i n g  I f u n c t i o n s  a r e  g i v e n  i n  Hanemann, 

1 9 8 4 d ) .  T h i s  i s  p r e c i s e l y  t h e  p o i n t  t h a t  we made e a r l i e r  in  o u r  

d i  s c u s s i o n  o f  s h a r e  model s :  t h e  c o r n e r  phenomenon r a i s e s  n o t  on1 y  

s t a t i s t i c a l  i s s u e s  ( t h e  p i l i n g  u p  o f  a  p r o b a b i l i t y  mass a t  x i  = O ) ,  

b u t  a l s o  economic i s s u e s  s i n c e  i t  i n d u c e s  s t r u c t u r a l  c h a n g e s  i n  t h e  1 
a. 1 

o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s  ccn \ \ n d i ~ ~ k d  ;v\ (86). 

I n  o r d e r  t o  a p p l y  t h e s e  t h e o r e m s ,  howeve r ,  we need t o  know how 

t o  o b t a i n  t h e  v a r i o u s  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  demand f u n c t i o n s .  As 

Hanemann (1984d)  shows ,  a l l  t h a t  i s  r e q u i r e d  i s  a  f o r m u l a  f o r  t h e  

u n c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l  i t y  f u n c t i o n ,  v * ( ~ ~ ,  . . . . p ~ , y ) .  

W r i t i n g  t h i s  a s  a  f u n c t i o n  o f  n o r m a l i z e d  p r i c e s ,  pi  s p i l y ,  t h e  
* * 

r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n s o n  V * ( ~ ~ , . . . . P N )  a r e  t h a t  i t  b e  a  

c o n t i n u o u s  r e a l - v a l u e d ,  q u a s i - c o n v e x  f u n c t i o n  of N a rgumen t s  and 

s a t i s f y  m o n o t o n i c i t y  c o n d i t i o n s  a n a l o g o u s  t o  ( D - 2 a , b ) .  E v e r y t h i n g  

e l s e  - b o t h  t h e  c o n s t r a i n e d  and p a r t i a l l y  c o n s t a i n e d  i n d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n s  and t h e  c o n s t r a i n e d  and p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  

demand f u n c t i o n s  - c a n  b e  d e r i v e d  from t h i s  f u n c t i o n .  The key i s  

t h e  o b s e r v a t i o n  t h a t  Roy ' s  I d e n t i t y  a p p l i e s  t o  t h e  u n c o n s t r a i n e d  

and a l l  t h e  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  j u s t  

a s  t o  t h e  c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n .  T h u s  



* * e t c .  %is i ~ m s  t w o  c o n s e q u e n c e s .  ~ i r s t ,  g i v e n  v  , L V  , e t c .  t h e '  

c o r r e s p o n d i n y  demand f u n c t i o n s  c a n  b e  c o n s t r u c t e d  v i a  R o y ' s  I d e n t i t y  

;Y, t h e  u s u a l  m a n n e r .  Second,  s i n c e  i t  c a n  b e  shown t h a t  a v * / a y  > 0, 

% v * / "  > 0 ,  e t c .  i t  f o l l o w s  t h a t  

* 
s i g n  ( x i )  = - s i g n ( a v * / a p i ) ,  signjlx:) = -s ign(a lv* /  api j ,  e t c .  

T h e r e f o r e ,  t h e  c o n d i t i o n s  s t a t e d  i n  Theorems 1-5  o n  t h e  s i g n s  o f  

* * 
x i ,  l x i ,  e t c .  c a n  b e  t r a n s l a t e d  i n t o  e q u i v a l e n t  c o n d i t i o n s  o n  

t h e  s i g n s  o f  t h e  p r i c e  d e r i v a t i v e s  o f  t h e  i n d i r e c t  u t i l i t y  

* 
f u n c t i o n s  v * ,  i v  , e t c .  F o r  t h i s  r e a s o n ,  t h e s e  t h e o r e m s  may b e  

r e g a r d e d  a s  p r o v i d i n g  a  s e t  o f  i n d i r e c t  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s ,  

f u l l y  c o m p a r a b l e  t o  t h e  c o n v e n t i o n a l  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s ,  (b?). 

F i n a l l y ,  t h e r e  a r e  some s i m p l e  r u l e s  f o r  d e r i v i n g  t h e  v a r i o u s  

p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  f r o m  ~ * ( p , ~ ) .  F o r  

e x a m p l e ,  t o  o b t a i n  1 v * ( p 2  ,..., p ~ , y )  one  s o l v e s  

( 8 8 a )  av*(pl .  ..., P N ~ Y ) / ~ P ~  = 0 

f o r  p1 = + 1 ( p 2 , . . . , p ~ , y )  and s u b s t i t u t e s  0 1  i n t o  v* t o  o b t a i n  

( 8 8 b )  IV*(P~, ..., PN.Y)  V * C Q ~  ( ~ 2 ,  .... PN.Y)  ,PZ.-..,PN,Y]. 

S i m i l a r l y ,  t o  o b t a i n  1 2 ~ * ( P 3 ,  .. . , p ~ , y )  o n e  s o l v e s  

* 
f o r  P2 = + 2 ( P 3 , . . . , p N , y )  and s u b s t i t u t e s  C 2  i n t o  l v  t o  o b t a i n  

9 - 4 8  



P r o c e e d i n g  i n  t h i s  manner  we o b t a i n  t h e  f u l l  s e t  o f  ZN-1 p a r t i a l l y  

c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s .  The c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t i o n s  c a n  t h e n  b e  c o n s t r u c t e d  i n  t h e  same manner  as t h e  

c o n s t r a i n e d  o r d i n a r y  demand f u n c t i o n s .  ( 8 6 ) :  

A t  t h i s  p o i n t  we c a n  s w i t c h  b a c k  t o  t h e  random u t i l i t y  

f r a m e w o r k  e m p l o y e d  e a r l i e r .  Thus,  we s t a r t  w i t h  an u n c o n s t r a i n e d  

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  V * ( ~ I  ,..., p ~ , b l ,  ..., b ~ , y ; ~ )  and d e r i v e  

t h e  v a r i o u s  p a r t i a l l y  c o n s t r a i n e d  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  a s  

shown i n  ( 8 8 )  n o t i n g  t h a t ,  i f  t h e  u n d e r l y i n g  d i r e c t  u t i l i t y  mode l  

i s  assumed t o  s a t i s f y  weak c o m p l e m e n t a r i t y ,  t h e  b i ' s  w i l l  d r o p  

o u t  a l o n g  w i t h  t h e  p i ' s  a s  we p a s s  f r o m  l v *  t o  1 2 v *  t o  l Z 3 V *  

* * 
e t c . -  P o r  e x a m p l e ,  Iv t a k e s  t h e  f o r m  iv ( p  z,..., pN,b 2,..., b N , y ; ~  1. 

N e x t ,  we a p p l y  K o y ' s  I d e n t i t y  t o  o b t a i n  t h e  c o r r e s p o n d i n g  p a r t i a l l y  

c o n s t r a i n e d  demand f u n c t i o n s .  F i n a l l y  we i n v o k e  Theorems 1 - 5  t o  

o b t a i n  t h e  r e q u i s i t e  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t s  f o r  t h e  o b s e r v e d  



c o n s u m p t i o n  o u t c o n i e s .  F o r  e x a m p l e ,  i f  we o b s e r v e  an i n d i v i d u a l  
- 

c o n s u n i n y  p o s i t i v e  q u a n t i t i e s ,  x;, o f  e v e r y  g o o d ,  w h e r e  xi > 0, 
N 

y  > IPixi,  f r o m  Theorem 1 t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h i s  e v e n t  i s  
1  

- 
( 9 0 )  

- 
Pr[x i 'x i ,  a l l  i] = P r [ h $ ( p , b , y ; ~ )  = xi, a l l  i]. 

S i m i l a r l y ,  i f  we o b s e r v e  an i n d i v i d u a l  c o n s u m i n g  n o t h i n g  o f  g o o d  1 

- 
b u t  p o s i t i v e  q u a n t i t i e s ,  x i ,  o f  e v e r y  o t h e r  y o o d ,  w h e r e  Ti  > 0, 

N 
i = 2 . . . . , N ,  y > ZpiSii, f r o m  Theorems  2  a n d  3 t h e  p r o b a b i l i t y  o f  

2 
t h i s  e v e n t  i s  

When we come t o  t h e  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t s  f o r  m o r e  c o m p l e x  

c o r n e r  s o l u t i o n s  t h e r e  i s  an e x t r a  c o m p l i c a t i o n  w h i c h  h a s  n o t  s o  

f a r  b e e n  d i s c u s s e d .  Theorems  4 a n d  5 s t a t e  an e q u i v a l e n c e  b e t w e e n  
- 

t h e  e v e n t  t h a t  x i  = 0 i = 1 ,..., 9, x i  = x i  > 0, i = Qtl , . . . ,  N 

and t h e  f o l l o w i n g  t h r e e  s e t s  o f  e v e n t s  

* 
( a )  xi < O a t  l e a s t  o n e  i n d e x  i e A  z {1 ,2 ,  ...,Q 1 - 

x* < U f o r  e a c h  i € A  ( b )  ( A - i )  I - 
* - 

( c )  ~ x i = x i  i = Q+1, ..., N .  



. - , .--.-, ~ . s - r  1 - 4 ,  8 r;pr u u u c r u  a u u v e ,  d r e  

e s s e n t i a l l y  t h e  same a s  t h e  c o r r e s p o n d i n j  t h e o r e m s  i n  Lee and P i t t  

( 1 9 8 3 ) , * ~  t h e  l a t t e r ' s  v e r s i o n s  o f  Theorem 4 - 5  o m i t  c o n d i t i o n s  

( a )  and c o n t a i n  o n l y  c o n d i t i o n s  ( b )  and  ( c ) .  2 s  rrc\u&4\ni: 

+-iuw-..,, p h n ~ n  R(*C. it. ;D not' .  c \ C  shows t h a t  t h e  f o l l o w i n g  c o n d i t i o n  

< O f o r  e a c h  i e A  w i t h  a t  m o s t  o n e  s t r i c t  e q u a l i t y  ( b ' )  ( A - i ) x l  - 
i m p l i e s  ( a )  and w o u l d  make i t  r e d u n d a n t ;  e x a m p l e s  o f  t h i s  

c o n d i t i o n  i n c l u d e  

x* < 0 f o r  e a c h  i e A  ( b " )  ( A - 1 )  i 

B u t  i t  i s  c o n d i t i o n  ( b ) ,  n o t  ( b ' ) ,  t h a t  i s  r e q u i r e d  i n  t h e  

p r o o f  o f  Theorems 4 a n d  5. I n  t h i  s  r e s p e c t ,  t h e r e f o r e ,  

Hanemann 's  r e s u l t s  d i f f e r  f r o m  t h o s e  o f  Lee and  P i t t .  Howpver i n  

t h e  c o n t e x t  o f  a  random u t i l i t y  m o d e l ,  s i n c e  t h e  t w o  p r o b a b i l i t i e s  

* 
x*  < O l  a r e  t h e  sa:ne e x c e 9 t  o n  Pr { (A-i)xi ';- O l a n d  P r {  (A-i) , 

t h e  s p a c e  o f  m e a s u r e  z e r o ,  i t  f o l l o w s  t h a t  f o r  a l l  p r a c t i c a l  

p u r p o s e s  we c a n  d i s p e n s e  w i t h  c o n d i t i o n  ( a )  and w r i t e  t h e  
- 

p r o b a b i l i t y  o f  o b s e r v i n g  x i  = 0, i = 1 ,..., Q a n d  x i  = x i ,  i = 

- 
Q + l ,  .... N ,  w h e r e  1 < Q  < N ,  0 ,  and  y > !pi%, a s  

1 



( 9 2 )  a r e  l o g i c a l l y  e q u i v a l e n t  t o  t h o s e  b a s e d  on t h e  d i r e c t  Kuhn- 

T u c k e r  c o n d i t i o n s ,  s u c h  a s  ( 6 9 ) .  s i n c e  t h e y  r e f e r  t o  t h e  same 

e v e n t .  M o r e o v e r ,  t h e y  a r e  s u s c e p t i b l e  t o  t h e  same p r o b l e m  o f  

d i m e n s i o n a l i t y  s i n c e  ( 9 2 ) .  1  i k e  ( 6 Y ) ,  r e q u i r e s  i n  p r i n c i p l e  t h e  
- - 

e v a l u a t i o n  o f  an  ( N - Q )  d i m e n s i o n a l  c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  

f u n c t i o n .  However t h e r e  a r e  c a s e s  where  t h e  i n d i r e c t  u t i l ~ t y  

f u n c t i o n  ~ * ( ~ , b  ,y ; E )  does  n o t  h a v e  a  c l o s e d - f o r m  r e p r e s e n t a t i o n  
lb9) 

a s  a  d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  and  t h e r e f o r e  c a n n o t  b e  e m p l o y e d ,  C 
w h e r e a s  ( 9 2 )  i s  s t i l l  a v a i l a b l e .  T h e r e  i s  a l s o  a  d i r e c t  l i n k  

b e t w e e n  t h i s  a p p r o a c h  t o  t h e  e s t i m a t i o n  o f  c o r n e r  s o l u t i o n s  and t h e  

a p p r o a c h  t h a t  we m e n t i o n e d  e a r l i e r  i n v o l v i n g  a  d i s c r e t e  c h o i c e  

among 2N a l t e r n a t i v e s  ( s e e  p a y e  3 6  ) It s h o u l d  be  e v i d e n t ,  

f o r  e x a m p l e ,  t h a t  t h e  c o n d i t i o n a l  demand and i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n s  i n t r o d u c e d  t h e r e  c o r r e s p o n d  t o  t h e  p a r t i a l  l y  c o n s t r a i n e d  

demand and i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  ( 8 2 )  and 
13 

( 8 3 ) .  However ,  t h e  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t s  s u c h  a s  ( 9 2 )  p r o v i d e  a  

s imp1e. r  a p p r o a c h  t o  e s t i m a t i o n  t h a n  t h o s e  b a s e d  on t h e  

d i s c r e t e  c h o i c e  p r o b a b i l i t i e s .  

W h a t e v e r  t h e  a p p r o a c h  t o  e s t i m a t i o n ,  we c a n n o t  e s c a p e  t h e  

c o m b i n a t o h c s  i m p l i c i t  i n  t h e  zN d i s c r e t e  c h o i c e s  when we come t o  
t 

c o n s t r u c t  t h e  m a r g i n a l  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n s  o f  t h e  demands f o r  E 
i n d i v i d u a l  s i t e s ,  w h i c h  w o u l d  b e  n e e d e d  t o  p r e d i c t ,  s a y ,  t h e  c h a n g e  

i n  t h e  e x p e c t e d  demand f o r  a  s i t e  r e s u l t i n g  f r o m  a  c h a n y e  i n  i t s  E 
p r i c e  o r  qua1 i t y .  L e t  f ( x i )  b e  t h e  m a r g i n a l  d e n s i t y  o f  hI(p,b,y,€), E 

x 1  
H e u r i s t i c a l l y ,  f r o m  ( 8 6 )  t h i s  d e n s i t y  w i l l  h a v e  t h e  g e n e r a l  f o r m  

w h e r e  t h e  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t  i n s i d e  t h e  i n t e g r a l  i s  g i v e n  b y  

e x p r e s s i o n s  l i k e  ( g o ) ,  ( 9 1 )  and  ( 9 2 ) ,  d e p e n d i n g  on t h e  r e g i o n  o f  
E 
a 



( X  2 r . . . , ~ ~ ) - ~ p a ~ e .  The e v a l u a t i o n  o f  t h i s  m a r g i n a l  d e n s i t y  and 

i t s  mean, E[x, 1 = I x f  ( x ) d x ,  may r e q u i r e  n u m e r i c a l  t e c h n i q u e s .  
X I  

B u t ,  a s  we m e n t i o n e d  e a r l i e r ,  t h e r e  i s  an i m p o r t a n t  d i s t i n c t i o n  

b e t w e e n  c o m p l e x i t y  i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  an e x p r e s s i o n  r e q u i r e d  f o r  

e s t i m a t i o n  and c o m p l e x i t y  i n  t h e  e v a l u a t i o n  o f  an e x p r e s s i o n  

r e q u i r e d  f o r  p r e d i c t i o n :  b e c a u s e  o f  t h e  i t e r a t i v e  n a t u r e  o f  t h e  

e s t i m a t i o n  p r o c e s s ,  we c a n  g e n e r a l l y  b e  f a r  m o r e  t o l e r a n t  o f  t h e  

l a t t e r  t h a n  t h e  f o r m e r .  

We a r e  c u r r e n t l y  e x p l o r i n g  v a r i o u s  i n d i r e c t  u t i l  i t y  mode l  s  

w h i c h  may l e n d  t h e m s e l v e s  t o  e s t i m a t i o n  on  t h e  b a s i s  o f  t h e  

i n d i r e c t  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s ,  a s  an  a l t e r n a t i v e  t o  e s t i m a t i o n  

b a s e d  o n  t h e  d i r e c t  K u h n - T u c k e r  c o n d i t i o n s .  These  i n c l u d e  

g e n e r a l i z a t i o n s  o f  t h e  u t i l i t y  m o d e l s  e m p l o y e d  i n  Hanemann ( 1 9 8 3 a ,  

1 9 8 4 a ) .  However ,  d i m e n s i o n a l i t y  p r o b l e m s  w i l l  a l w a y s  b e  a  

s i g n i f i c a n t  c o n s t r a i n t ,  a n d  i n  o r d e r  t o  m i t i g a t e  t h e m  we p r o p o s e  t o  
eqbakm 

e m p l o y  u t i l i t y  m o d e l s  w i t h  a  s t r u c t u r e  l i k e  t h a t  o f  ( 2 3 )  10 C h a p t e r  L 
8. T h e s e  m o d e l s  c o m b i n e  f e a t u r e s  o f  b o t h  e x t r e m e  and g e n e r a l  

c o r n e r  s o l u t i o n s  s i n c e  some g o o d s  ( s i t e s )  a r e  p e r f e c t  s u b s t i t u t e s  

f o r  e a c h  o t h e r  - t h e r e f o r e  t h e  c o n s u m e r  w i l l  s e l e c t  a t  m o s t  o n e  o f  

t h e m  - w h i l e  o t h e r  s i t e s  a r e  n o t  p e r f e c t  s u b s t i t u t e s  a n d ,  

t h e r e f o r e ,  may b e  consumed i n  a n y  c o m b i n a t i o n .  

As a  c o n c r e t e  e x a m p l e ,  s u p p o s e  t h e r e  a r e  1 5  s i t e s  w h i c h  c a n  b e  

a r r a n g e d  i n t o  t h r e e  g r o u p s :  g r o u p  A  c o n s i s t s  o f  s i t e s  1..  . . , 5 ;  

g r o u p  B c o n s i s t s  o f  s i t e s  6....,10; and  g r o u p  C c o n s i s t s  o f  s i t e s  

11, ..., 15. We assume t h a t  t h e  s i t e s  w i t h i n  e a c h  g r o u p  a r e  p e r f e c t  

s u b s t i t u t e s ,  b u t  t h a t  s i t e s  i n  d i f f e r e n t  g r o u p s  a r e  i m p e r f e c t  

s u b s t i t u t e s .  F o r  t h i s  p u r p o s e ,  we e m p l o y  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n  ( 2 3 )  



o f  C h a p t e r  8 ,  a l t h o u g h  o t h e r  f o r m u l a t i o n s  a r e  c e r t a i n l y  p o s s i b l e :  

5 1 0  1 5  1 5  
( 9 4  u ( x , ~ , z ; c )  = U [ Z X .  E X .  z x . ,  Z +  L $ i ( b i ) ~ i ; E ]  

1 " 6  ' 11 
1 

1 

A 

w h e r e  u ( x  A ' ~ B " C  , z ; E )  i s  some e x i s t i n y  f o u r - a r g u m e n t  u t i l i t y  

f u n c t i o n .  Suppose we o b s e r v e  an i n d i v i d u a l  who makes FA v , i s i t s  

- 
t o  s i t e  2, x g  v i s i t s  t o  s i t e  9, and  rc v i s i t s  t o  s i t e  11. The 

p r o b a b i l i t y  o f  o b s e r v i n g  t h i s  e v e n t  i s  

- - - 
x = x  x = x  

2 A ' 9 B  f x A = x A l  s i t e  2 c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  A  

P r  x = F  s i t e  9 c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  B  1 j B b  
x . = O ,  i f 2 . 9 , 1 1 1  x  = F  s i t e  1 1  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  

C C  

s i t e  2 chosen  o u t  o f  g r o u p  A 

s i t e  9  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  B 

s i t e  11 chosen  o u t  o f  g r o u p  C 1 
The s e c o n d  p r o b a b i l i t y  on  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  o f  ( 9 5 )  t a k e s  t h e  

f o r m  o f  ( 6 2 )  and may h a v e  a  r e l a t i v e l y  s i m p l e  s t r u c t u r e  i f  we u s e  

some o f  t h e  m o d e l s  i n  Hanemann ( 1 9 8 4 a ) .  The f i r s t  p r o b a b i l i t y  

t a k e s  t h e  f o r m  o f  ( g o ) ,  n a m e l y  

2, 9 a n d 1 1  

s e l e c t e d  o u t  o f  



* * * 
w h e r e  h A (  . ) ,  h B (  .) and h C (  ' )  a r e  t h e  u n c o n s t r a i n e d  demand 

.. 
f u n c t i o n s  a s s o c i a t e d  w i t h  u ( x A , x B , x C , ~ ; ~ ) .  S i m i l a r i l y ,  i f  xC = 0, 

i .e. t h e  i n d i v i d u a l  d o e s  n o t  v i s i t  a n y  s i t e  f r o m  g r o u p  C, w h i l e  
- 
X A  > 0  and yB > 0, t h e  p r o b a b i l i t y  o f  t h i s  e v e n t  i s  

s i t e  2 c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  A  
x . Pr I 

- - - 
X = x  X = x  ' 

2 A '  9  B x * x  

( 9 )  P r i  1 = P r  

xi=O, i # Z , 9  

( s i t e  9  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  5 j  . 

s i t e  2  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  A 

s i t e  9  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  B 1 

The  f i r s t  p r o b a b i l i t y  o n  t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  i s  g i v e n  b y  

e a c h  i n d i v i d u a l  t e r m  i n  ( 9 8 )  h a v i n g  t h e  f o l l o w i n y  f o r m  ( s e e  9 1 ) ) :  

- 

( 9 8  1 
i = l l  

I 

T h u s ,  t h e  u s e  o f  ( 9 4 )  r e d u c e s  t h e  e f f e c t i v e  d i m e n s i o n a l i t y  o f  t h e  

g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n s  f r o m  N = 1 5  t o  N = 3 ,  and h e n c e  t o  a  d i s c r e t e  

c h o i c e  b e t w e e n  2 3  r a t h e r  t h a n  2 1 5  a l t e r n a t i v e  c o m b i n a t i o n s  o f  

c o n s u m p t i o n  a c t i v i t i e s .  We e x p e c t  t h e  g a i n  i n  c o m p u t a t i o n a l  

t r a c t a b i l i t y  t o  b e  v e r y  s i g n i f i c a n t .  

s i t e  2 c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  A 

s i t e  9  c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  B , 

h' ( P  

.xi=O s i t e  5 c h o s e n  o u t  o f  g r o u p  C I 

x  

( 9 9 )  P r i x g = T B  

- 
s i t e s  2, 9, i c A 2,Pg,b2,bg,~;E) 'x A 
s e l e c t e d  o u t  o f  ,bg,y:c)=; B 

(x;=o A,  B, C h ~ ( ~ ~ . ~ ~ . ~ ~ ~ b ~ ~ b ~ . b ~ . ~  



W e l f a r e  E v a l u a t i o n s  

I n  t h i s  s e c t i o n  we d i s c u s s  some i s s u e s  a r i s i n y  when t h e  f i t t e d  

mu1 t i p l e  s i t e  demand m o d e l s  a r e  used  t o  d e r i v e  money m e a s u r e s  o f  

t h e  e f f e c t  o n  an i n d i v i d u a l ' s  w e l f a r e  o f  a  c h a n g e  i n  t h e  p r i c e s  o r  

q u a l i t i e s  o f  t h e  a v a i l a b l e  r e c r e a t i o n  s i t e s ,  o r  o f  t h e  c l o s i n g  o f  

some s i t e .  We assume t h a t  t h e  demand f u n c t i o n s  a r e  c o m p a t f ' b l e  w i t h  

t h e  h y p o t h e s i s  o f  u t i l i t y  m a x i m i z a t i o n - e i t h e r  a t  t h e  m i c r o -  

a l l o c a t i o n  l e v e l  o r  a t  b o t h  t h e  m i c r o -  and m a c r o - a l l o c a t i o n  l e v e l  s -  

so t h a t  t h e  u n d e r l y i n g  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  c a n  b e  r e c o v e r e d  

f r o m  them, a n d  we a r e  c o n c e r n e d  w i t h  e x a c t  we1 f a r e  m e a s u r e s  r a t h e r  

t h a n  M a r s h a l l  i a n  a p p r o x i m a t i o n s .  

The b a s i c  t h e o r y  o f  w e l f a r e  m e a s u r e m e n t  f o r  q u a l i t y  c h a n g e s  

was d e v e l o p e d  b y  M a l e r  ( 1 9 7 1 ,  1 9 7 4 )  i n  t h e  c o n t e x t  o f  a  

d e t e r m i n i s t i c  ( i  .e. n o n  random) u t i l i t y  f u n c t i o n  w h i c h  i g n o r e d  t h e  

p o s s i b i l i t y  o f  c o r n e r - s o l u t i o n s .  G i v e n  an i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n ,  v ( p , b , y ) ,  and some c h a n g e  i n  t h e  s e t  o f  p r i c e s  and  

q u a l i t i e s  f a c i n g  an i n d i v i d u a l  c o n s u m e r  f r o m  ( p '  ,b ' )  t o  ( p a *  , b " ) ,  

t w o   ad m e a s u r e s  o f  t h e  e f f e c t  o f  t h i s  c h a n g e  o n  h i s  w e l f a r e  

a r e  t h e  c o m p e n s a t i n g  and e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n s ,  C and E, d e f i n e d  

r e s p e c t i v e l y  b y  

C and  E m e a s u r e  n o t  o n l y  t h e  d i r e c t i o n  o f  t h e  c h a n g e  i n  w e l f a r e ,  

i .e., 

I 
s i g n ( C )  = s i g n ( E )  = s i y n [ v ( y " , b " , y )  - v ( $ , b t , y ) ] ,  1 

6 



b u t  a l s o  t h e  m a y n i t u d e  o f  t h e  c h a n g e .  The l i n k  b e t w e e n  t h e  C and E 

m e a s u r e s  f o r  p u r e  q u a l i t y  c h a n g e s  and t h e  c o n v e n t i o n a l  c o m p e n s a t i n g  

and  e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n s  f o r  p u r e  p r i c e  c h a n g e s  i s  e x p l o r e d  i n  

Hanemann ( 1 9 8 0 ) ,  where  i t  i s  shown t h a t  s t a n d a r d  r e s u l t s  on  t h e  

s i g n  o f  ( C - E )  and t h e  r e l a t i o n  b e t w e e n  C o r  E and  t h e  u s u a l  

M a r s h a l l  i a n  m e a s u r e  o f  c o n s u m e r ' s  s u r p l u s  c a r r y  o v e r  f r o m - + r i c e  t o  

q u a l i t y  c h a n g e s .  T h a t  p a p e r  a1 so g i v e s  f o r m u l a s ,  w h i c h  a r e  

s u m m a r i z e d  i n  Hanemann ( 1 9 8 2 a ) .  f o r  c a l c u l a t i n g  C a n d  E f o r  a 

q u a l i t y  c h a n g e  b y  s e t t i n g  up an e q u i v a l e n t  p r i c e  c h a n g e  and t h e n  

c a l c u l a t i n g  t h e  c o n v e n t i o n a l  c o m p e n s a t i n g  o r  e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n s  

f o r  t h i s  p r i c e  c h a n g e .  T h i s  p r o c e d u r e  c a n  b e  a p p l i e d  when t h e  

u n d e r l y i n g  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  u (x .b , z ) ,  i s  o b t a i n e d  b y  t h e  m e t h o d  o f  

t r a n s f o r m a t i o n s ,  a s  d e s c r i b e d  i n  C h a p t e r  7. 

The t a s k  o f  p e r f o r m i n g  w e l f a r e  e v a l u a t i o n s  i s  m o r e  c o m p l e x  

when o n e  w o r k s  i n  a  random u t i l i t y  s e t t i n g .  The t h e o r y  o f  w e l f a r e  

m e a s u r e m e n t  i n  t h i s  c o n t e x t  h a s  b e e n  d e v e l o p e d  b y  Hanemann ( 1 9 8 2 c ) ,  

and  r e v i s e d  and e x t e n d e d  i n  Hanemann ( 1 9 8 4 ~ ) .  We w i l l  p r o v i d e  a  

s k e t c h  o f  t h i s  t h e o r y  h e r e ,  l e a v i n g  t h e  r e a d e r  t o  r e f e r  t o  t h e s e  

p a p e r s  f o r  a  m o r e  d e t a i l e d  p r e s e n t a t i o n ,  B o t h  d e a l  w i t h  e x t r e m e ,  

r a t h e r  t h a n  g e n e r a l ,  c o r n e r  s o l u t i o n s  b u t  t h e s e  c a n  i n v o l v e  e i t h e r  

p u r e l y  d i s c r e t e  c h o i c e s  a s  i n  t h e  l o g i t  m o d e l s  ( 3 2 ) ,  ( 3 4 ) ,  o r  m i x e d  
4 AQ bpe d~~tt; \LP4 UI-RU hnG-n;y s\ \ t y . p W \ a c h  urhw.  

d i s c r e t e  c o n t i n u o u s  c h o i c e s t  A f t e r  s u m m a r i z i n g  t h e  m e t h o d o l o g y  f o r  

t h e s e  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n  m o d e l s  we w i l l  i n d i c a t e  how i t  c a n  b e  

e x t e n d e d  t o  c o v e r  g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n  m o d e l s  o f  t h e  t y p e  

d i s c u s s e d  w p y a  33-55 .  



The s t a r t i n g  p o i n t  f o r  t h i s  we1 f a r e  a n a l y s i s ,  a s  f o r  demand 

a n a l y s i s ,  i s  t h e  s e t  o f  N c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s ,  

vl(pl,bl , y ; ~ )  ,..., v N ( P N , b N , y ; ~ ) ,  f r o m  w h i c h  t h e  u n c o n d i t i o n a l  

i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  v ( p , b , y ; ~ )  may b e  o b t a i n e d  v i a  ( 6 4 ) .  

T h i s  g i v e s  t h e  u t i l i t y  a t t a i n e d  b y  t h e  i n d i v i d u a l  m a x i m i z i n g  

c o n s u m e r  when c o n f r o n t e d  w i t h  t h e  c h o i c e  s e t  ( p , b , y ) ,  w h i c h  i s  a  

known number  f o r  - h i m  b u t  a  r a n d o m  v a r i a b l e  f o r  t h e  e c o n o m e t r i c  

i n v e s t i g a t o r .  The c u m u l a t i v e  d i s t r i b u t i o n  f u n c t i o n  F V ( w )  

P r { v ( p , b , y ; ~ )  < w lmay b e  d e r i v e d  f r o m  t h e  assumed d i s t r i b u t i o n  o f  

t h e  E ' S ,  F E ( ~ ) ,  b y  a s u i t a b l e  c h a n g e  o f  v a r i a b l e .  I n  p a r t i c u l a r ,  

when t h e  v i ( - ) ' s  h a v e  t h e  f o r m  g i v e n  i n  ( 3 1 )  - i . e .  a d d i t i v e  

* s t o c h a s t i c  t e r m s ,  

By a n a l o g y  w i t h  (IOU), t h e  c o m p e n s a t i o n s  r e q u i r e d  by t h e  i n d i v i d u a l  . . 

t o  o f f s e t  t h e  c h a n g e  f r o m  ( p '  , b l )  t o  ( p H  ,b") a r e  g i v e n  b y  

The p r o b l e m  i n  t h e  random u t i l i t y  c o n t e x t  i s  t h a t  C and  E a r e  now 

r a n d o m  v a r i a b l e s ,  s i n c e  t h e y  d e p e n d  i m p l i c i t l y  o n  E .  How, t h e n ,  d o  

we o b t a i n  a  s i n g l e  number  r e p r e s e n t i n g  t h e  c o m p e n s a t i n g  o r  

e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n  f o r  t h e  p r i c e j q u a l i t y  change?  la 
Hanemann ( 1 9 8 4 ~ )  p r e s e n t s  t h r e e  d i f f e r e n t  a p p r o a c h e s  t o  

w e l f a r e  e v a l u a t i o n s  i n  t h e  r a n d o m  u t i l i t y  c o n t e x t ,  o n l y  o n e  o f  



w h i c h  h a s  p r e v i o u s l y  b e e n  r e c o g n i z e d .  T h a t  a p p r o a c h  i s  b a s e d  on 

t h e  e x p e c t a t i o n  o f  t h e  i n d i v i d u a l ' s  u n c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n ,  

I n  t e r m s  o f  t h i s  f u n c t i o n ,  t h e  m e a s u r e  o f  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  i s  

t h e  q u a n t i t y  C '  d e f i n e d  b y 2 4  

T h i s  m e a s u r e  h a s  been  e m p l o y e d  b y  Hanemann ( 1 9 7 8 ,  1 9 8 2 ~ .  1 9 8 3 a ) ,  

McFadden ( 1 9 8 1 ) .  a n d  S m a l l  and  Rosen ( 1 9 8 2 ) .  The f o r m u l a s  n e e d e d  

t o  c a l c u l a t e  V(.) f o r  some common l o g i t  and  p r o b i t  a d d i t i v e -  

e r r o r  random u t i l i t y  m o d e l s  a r e  s u m m a r i z e d  i n  Hanemann ( 1 9 8 2 ~ ) .  

F o r  e x a m p l e ,  i n  t h e  GEV l o g i t  m o d e l  ( 3 4 ) ,  

w h i c h  i s  s i m p l y  t h e  i n c l u s i v e  v a l u e  i n d e x  ( a p a r t  f r o m  E u l e r ' s  

c o n s t a n t ,  0.57722. ..) . 
A n o t h e r  p o s s i b l e  we1 f a r e  m e a s u r e  i s  

. - - 
bv 

i .e. t h e  mean o f  t h e  i n d i v i d u a l ' s  t r u e  ( b u t  random)  c o m p e n s a t i o n .  

The d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  C +  and  C '  i s  s u b t l e ,  b u t  i m p o r t a n t .  C' 



i s  t h e  o b s e r v e &  e x p e c t a t i o n  o f  t h e  maximum amount  o f  money t h a t  t h ~  

i n d i v i d u a l  c o u l d  p a y  a f t e r  t h e  c h a n g e  and s t i l l  be  as  w e l l  o f f  as 

he  was b e f o r e  i t .  By c o n t r a s t ,  C 1  i s  t h e  maximum amount  o f  money 

t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  c o u l d  pay  a f t e r  t h e  c h a n g e  and s t i l l  be  as w e l l  

o f f ,  i n  t e r m s  o f  t h e  o b s e r v e r ' s  e x p e c t a t i o n  o f  h i s  u t i l i t y ,  a s  he 

was b e f o r e  i t .  A t h i r d  p o s s i b l e  w e l f a r e  m e a s u r e  i s  d e r i v e d  a s  

f o l l o w s .  One m i g h t  w a n t  t o  know t h e  amount  o f  money s u c h  t h a t  t h e  

i n d i v i d u a l  i s  j u s t  a t  t h e  p o i n t  o f  i n d i f f e r e n c e  b e t w e e n  p a y i n g  t h e  

money  and  s e c u r i n y  t h e .  c h a n g e  o r  p a y i n g  n o t h i n g  and f o r e g o i n y  t h e  

c h a n g e .  F o r  t h e  o b s e r v e r ,  t h i s  c o u l d  be  t a k e n  a s  t h e  q u a n t i t y  C* 

s u c h  t h a t  

i .e. t h e r e  i s  n o  m o r e  t h a n  a  5 0 : 5 0  c h a n c e  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  w o u l d  

b e  w i l l i n g  t o  p a y  C* f o r  t h e  c h a n g e .  It c a n  r e a d i l y  b e  shown t h a t ,  

w h i l e  C +  i s  t h e  - mean o f  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  t r u e  

c o m p e n s a t i o n  C ,  C* i s  t h e  m e d i a n  o f  t h i s  d i s t r i b u t i o n .  

The p r o c e d u r e s  f o r  c a l c u l a t i n g  C+ and C* a r e  d e s c r i b e d  i n  

Hanemann ( 1 9 8 4 ~ ) .  H e r e  we w i s h  t o  e m p h a s i z e  t h a t  t h e  t h r e e  wet f a r e  

m e a s u r e s ,  C ' ,  C+ and C * ,  a r e  i n  p r i n c i p l e  d i f f e r e n t ,  and  t h e  

c h o i c e  b e t w e e n  t h e m  r e q u i r e s  a  v a l u e  j u d g m e n t  on  t h e  p a r t  o f  t h e  

a n a l y s t .  However ,  t h e r e  a r e  some c i r c u m s t a n c e s  i n  w h i c h  some o r  

a l l  o f  t h e m  c o i n c i d e .  F o r  e x a m p l e ,  i n  a d d i t i v e - e r r o r  G E V  m o d e l s  

( w h i c h  i n c l u d e s  t h e  s t a n d a r d  l o y i t  m o d e l  as  a  s p e c i a l  c a s e )  

Hanenann ( 1 9 8 4 ~ )  p r o v e s  t h a t  C '  = C * .  S i m i l a r l y ,  i n  c a s e s  w h e r e  

t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  h a v e  t h e  s p e c i a l  f o r m  



w h e r e  Y > U i s  a  c o n s t a n t  t h a t  d o e s  n o t  v a r y  w i t h  i, he shows t h a t  - 
C '  = C'. T h u s ,  when o ~ ( - )  i n  ( 1 0 7 )  i n v o l v e s  an a d d i t i v e  

s t o c h a s t i c  t e r m  t h a t  i s  a  G E V  v a r i a t e ,  C* = C '  = c'. However ,  

( 1 0 7 )  i s  a  h i g h l y  r e s t r i c t i v e  a s s u m p t i o n  s i n c e  i t  i m p l i e ' s  t h a t  b o t h  

t h e  d i s c r e t e  c h o i c e s  a n d  t h e  c o n t i n u o u s  c h o i c e s  ( i . e .  t h e  

c o n d i t i o n a l  demand f u n c t i o n s )  a r e  i n d e p e n d e n t  o f  t h e  i n d i v i d u a l ' s  

income.25 

I f  (a )  t h e r e  a r e  i n c o m e  e f f e c t s  o r ( b )  t h e r e  a r e  no  i n c o m e  

e f f e c t s  b u t  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n s  do  n o t  

i n v o l v e  a d d i t i v e  G E V  v a r i a t e s ,  t h e  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  C+ and C *  

c a n  b e  s u b s t a n t i a l  b e c a u s e  t h e  d i s t r i b u t i o n  o f  C ,  t h e  t r u e  b u t  

random c o m p e n s a t i o n ,  t e n d s  t o  b e  r a t h e r  skewed,  b e i n g  bounded  b y  

z e r o  a t  t h e  l o w  end b u t  b y  i n c o m e  o r  - m  a t  t h e  h i g h  end. 

Thus i t s  mean, C', may s u b s t a n t i a l l y  e x c e e d  i t s  m e d i a n ,  C * .  

Hanemann (1983b .  1 9 8 4 ~ )  a1 so c o m p a r e s  t h e s e  we1 f a r e  m e a s u r e s  

w i t h  an a l t e r n a t i v e  c a l c u l a t i o n  t h a t  was p e r f o r m e d  b y  F e e n b e r g  and 

M i l l s  ( 1 9 8 0 )  and Me ta  S y s t e m s  ( 1 9 8 3 )  u s i n g  a l o y i t  m o d e l  o f  

r e c r e a t i o n  s i t e  c h o i c e .  These  a u t h o r s  w e r e  c o n c e r n e d  w i t h  

e v a l u a t i n g  t h e  b e n e f i t s  f r o m  an i m p r o v e m e n t  i n  q u a l i t y  a t  an  

i n d i v i d u a l  s i t e  - s a y ,  s i t e  1. Thus ,  bl c h a n y e s  f r o m  b '  t o  b i '  1 
w h i l e  b2, ..., b  and p  ],..., p N  r e m a i n  c o n s t a n t .  U s i n g  t h e  ti 

n o n s t o c h a s t i c  c o m p o n e n t  o f  t h e  c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n  f o r  t h i s  s i t e ,  t h e y  c a l c u l a t e d  t h e  q u a n t i t y  d e f i n e d  b y  



By c o n t r a s t ,  Hanemann shows t h a t  

and 

- 
(1 1 0 )  C f  = n t l C  + o t h e r  t e r m s .  

w h e r e  i s  t h e  p r o b a b ' i l i t y  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  s e l e c t s  s i t e  1 
I 

when f a c e d  w i t h  (pl,bl,y). 

The p o i n t  i s  t h i s :  i f  we know f o r  s u r e  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  
N 

w o u l d  s e l e c t  s i t e  1, t h e n  C w o u l d  i n d e e d  b e  t h e  a p p r o p r i a t e  we1 f a r e  

m e a s u r e .  B u t ,  we c a n  n e v e r  b e  s u r e  i n  t h e  r a n d o m  u t i l i t y  c o n t e x t :  
i 

t h e r e  a r e  o n l y  p r o b a b i l i t i e s  o f  s i t e  s e l e c t i o n  ( i . e .  I I l  < l ) ,  and  
P-. 

we m u s t  w e i g h t  t h e  b e n e f i t  C b y  t h e  p r o b a b i l i t y  t h a t  t h e  i n d i v i d u a l  

w o u l d  h a v e  s e l e c t e d  t h i s  s i t e  i n  t h e  f i r s t  p l a c e .  I n  t h e  d a t a  s e t  

u s e d  b y  F e e n b e r y  and M i l l s  and Meta  Sys tems ,  t h i s  p r o b a b i l i t y  was 

o n  t h e  o r d e r  o f  0.05 t o  0.2 f o r  m o s t  s i t e s .  E q u a t i o n  ( 1 1 0 )  s a y s  

t h a t  t o  t h e  q u a n t i t y  II;"Ce m u s t  a d d  some o t h e r  t e r m s  w h i c h  

m e a s u r e  t h e  e x p e c t e d  b e n e f i t  t o  t h e  i n d i v i d u a l  i f  he  o r i g i n a l l y  

s e l e c t e d  some s i t e  o t h e r  t h a n  I b u t  s w i t c h e d  t o  s i t e  1 a s  a  

c o n s e q u e n c e  o f  t h e  i m p r o v e m e n t  i n  i t s  q u a l i t y .  I n  p r i n c i p l e ,  t h e  
Itwe 

n e t  e f f e c t  o f  t h e  t w o  c o r r e c t i o n s  t o  2 i m p l i e d  b y  ( 1 1 0 )  i s  C  c o u l d  i 
b e  l a r g e r  o r  s m a l l e r  t h a n  c'. From some n u m e r i c a l  s i m u l a t i o n s  

r e p o r t e d  i n  Haneii iann ( 1 9 8 4 c ) ,  i t  a p p e a r s  m o r e  l i k e l y  t h a t  ? 

o v e r s t a t e s  C t  a s  w e l l  as  C ' .  



To t h i s  p o i n t  o u r  d i s c u s s i o n  has  f o c u s e d  on w e l f a r e  

m e a s u r e m e n t  i n  r a n d o m  u t i l i t y  m o d e l s  o f  e x t r e m e  c o r n e r  s o l u t i o n s .  

The t h e o r y  o f  w e l f a r e  m e a s u r e m e n t  i n  g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n  m o d e l s  
LU nwi% 

i s  b e i n g  d e v e l o p e d ,  b u t  t h e  g e n e r a l  o u t l i n e s  a r e  c l e a r .  The 1 
d i s t i n c t i o n  b e t w e e n  t h e  t h r e e  w e l f a r e  m e a s u r e s  Ct ,  C* ,  and  C' 

w i l l  c a r r y  o v e r  t o  g e n e r a l  c o r n e r  s o l u t i o n s ,  and i t  w i l l  s t i l l  b e  

t r u e  t h a t  C' = C '  o n l y  i f  t h e r e  a r e  n o  i n c o m e  e f f e c t s .  Because  

t h e s e  r a n d o m  u t i l i t y  m o d e l s  t y p i c a l l y  i n v o l v e  s o m e t h i n g  m o r e  

c o m p l i c a t e d  t h a n  t h e  a d d i t i v e  random s t r u c t u r e ,  i t  i s  u n c l e a r  

w h e t h e r  t h e  r e s u l t  t h a t  C*  = C '  c a n  b e  o b t a i n e d  even when t h e  

r a n d o m  t e r m s  h a v e  a  GEV d i s t r i b u t i o n ,  a s  i n  t h e  c a s e  o f  ( 7 7 ) .  

However ,  t h e  m a i n  d i f f e r e n c e  b e t w e e n  g e n e r a l  and e x t r e m e  c o r n e r  

s o l u t i o n  m o d e l s  w i l l  b e  t h e  g r e a t e r  c o m p l e x i t y  o f  t h e  c a l c u l a t i o n s ,  

b e c a u s e  t h e  p r o b a b i l i t y  d i s t r i b u t i o n  o f  v(p,b,y,e) - and  h e n c e  o f  C 

- t h a t  i s  i m p 1  l e d  b y  (89) l~ rp.Ckh'% 

cumbersome c o m p a r e d  t o  [lo\). 



F O O T N O T E S  T O  C H A P T E R  9 

1. I n  p a r t  o f  t h i s  MO&\ - e q u a t i o n  ( 3  ) - S u t h e r l a n d  t r e a t s  e a c ~  

i n d i v i d u a l  i n  h i s  s a m p l e  a s  t h e  c o n s u m e r ;  i n  t h e  r e s t  he 

t r e a t s  t h e  p o p u l a t i o n  o f  e a c h  " c e n t r o i d "  ( a  c o u n t y ,  u s u a l l y )  

a s  " t h e  c o n s u m e r " .  F u r t h e r m o r e  he e s t i m a t e s  s e p a r a t e  demand 

s y s t e m s  f o r  e a c h  o f  f o u r  r e c r e a t i o n  a c t i v i t i e s .  Thus ,  t h e r e  

a r e  f o u r  s e t s  o f  x i t ' s  i n  t h e  u t i l i t y  f u n c t i o n ,  and f o u r  

s e t s  o f  demand f u n c t i o n s  c o r r e s p o n d i n g  t o  ( 3  ) .  These  demand 

s y s t e m s  a r e  i n d e p e n d e n t ,  i n  t h e  s e n s e  t h a t  t h e  demand b y  

c o n s u m e r  t t o  v i s i t  s i t e  i f o r  r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  1 i s  

i n d e p e n d e n t  o f  h i s  demand t o  v i s i t  t h e  same s i t e  f o r  

r e c r e a t i o n  a c t i v i t y  2. M o r e o v e r ,  e a c h  o f  t h e  demand s y s t e m s  

i s  m o d e l l e d  i n  a  s i m i l a r  m a n n e r .  F o r  s i m p l i c i t y ,  t h e r e f o r e ,  

we f o c u s  o n  t h e  demand s y s t e m  f o r  a  s i n g l e  a c t i v i t y  and o r i t  

a c t i v i t y - s p e c i f i c  s u b s c r i p t s .  

2. One q u a l i f i c a t i o n  s h o u l d  b e  n o t e d :  t h e  p a r t i a l  demand s y s t e m  

imp1  i e d  b y  a  g i v e n  s h a r e  s y s t e m  i s  u n i q u e  up t o  m u l t i p l i c a t i o n  

b y  an a r b i t r a r y  p o s i t i v e  c o n s t a n t .  Thus,  f o r  a n y  f i x e d  x > 0, 
-X 
h i ( - )  and  xE~(.), i = 1  ,.... N, b o t h  i m p l y  t h e  same s h a r e  

s y s t e m .  

3. B a r t e n  ( 1 9 6 9 )  shows t h a t  t h e  maximum l i k e 1  i h o o d  e s t i m a t e s  o f  

X 
R and t h e  c o e f f i c i e n t s  o f  F ~ ( P , ~ , Y ~ )  ,..., F N ( p , b , y X )  a r e  

i n v a r i a n t  w i t h  r e s p e c t  t o  w h i c h  demand e q u a t i o n  i s  t r e a t e d  as 

t h e  r e s i d u a l .  

4 .  V a r i o u s  a s s u m p t i o n s  may b e  made a b o u t  t h e  s t r u c t u r e  o f  0: we 

2 c o u l d  s e t  = o I ( i  .e. demands a r e  i n d e p e n d e n t  and hono-  N -  1  



2 s k e d a s t i c  a c r o s s  s i t e s ) ,  o r  R = d i a g ( o , ,  ... ( i - e .  'ON-1 
i n d e p e n d e n t  b u t  h e t e r o s k e d a s t i c  demands f o r  s i t e s ) .  

A l t e r n a t i v e l y ,  we m i g h t  assume t h a t  n i s  n o n - d i a g o n a l  and 

e m p l o y  Z e l l n e r ' s  S U R  e s t i m a t i o n  m e t h o d .  F i n a l l y ,  i n s t e a d  o f  

a s s u m i n g  t h a t  n i s  c o n s t a n t  a c r o s s  t h e  i n d i v i d u a l s  i n  t h e  

s a m p l e  ( i  .e. d i f f e r e n t  c o n s u m e r s '  demands a r e  i n d e p e n d e n t ) ,  we 

m i g h t  w i s h  t o  p a r a m e t r i z e  n i n  some s i m p l e  way so t h a t  i t  

v a r i e s  a c r o s s  t h e  samp le .  

5e. T h i s  s t o c h a s t i c  s p e c i f i c a t i o n  i m p l i e s  t h a t ,  f o r  e a c h  consumer ,  

ECxi l  v a r [ x i ]  = K;(P,b,Yx) and c o v ( x .  , x . )  = 0, if j; 
1 J 

h e n c e  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  o f  t h e  x i ' s ,  n, v a r i e s  a c r o s s  

c o n s u m e r s .  I t  a1 so imp1 i e s  t h a t  E[si ]  = si(p,b,y,), and  

a n d  

6. W i t h  t h i s  s t o c h a s t i c  s p e c i f i c i a t i o n ,  u n l i k e  t h e  g a m m a / D i r i c h l e t  

m o d e l ,  a  c o n s u m e r ' s  demands f o r  d i f f e r e n t  s i t e s  n e e d  n o t  be  

i n d e p e n d e n t ,  b u t  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  i s  c o n s t a n t  a c r o s s  

i n d i v i d u a l s  i n  t h e  s a m p l e .  Thus E C l n  xi] = ~ l ( p , b , y ~ ) ,  

v a r ( 1 n  x i )  = w i i ,  and  c o v ( 1 n  x i , l n  x j )  = w i j ,  

w h e r e  n z( \wi j ) .  Because  o f  t h e  o f f - d i a g o n a l  t e r m s  i n  n 

c o - p a r e d  t o  t h e  c o v a r i a n c e  m a t r i x  f o r  t h e  g a m m a / D i r i c h l e t  

m o d e l ,  t h e  l o g i s t i c  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  i s  l i k e l y  t o  b e  m o r e  

f l e x i b l e  f o r  m o d e l 1  i n g  s h a r e s .  a l t h o u g h ,  as A i t c h i s o n  and Shen 



( 1 9 8 3 )  show, a n y  D i r i c h l e t  d i s t r i b u t i o n  c a n  b e  c l o s e l y  

a p p r o x i m a t e d  b y  a  s u i t a b l y  p a r a m e t r i z e d  1  o g i  s t i c  n o r m a l .  The 

moments  o f  t h e  l o g i s t i c  n o r m a l  e x i s t  and  a r e  f i n i t e  b u t  t h e y  

d o  n o t  have  a n y  s i m p l e  f o r m ;  h o w e v e r  t h e  moments  o f  - r a t i o  

( s i / s j )  o r  l n ( s i / s j )  can b e  e x p r e s s e d  s i m p l y  and a r e  

g i v e n  b y  A i t c h i  son  a n d  Shen. I n  t h e  p r e s e n t  c o n t e x t  t h e y  t a k  

t h e  f o r m  

w h e r e  1 r ( o .  . ) .  A s s u m i n g  t h a t  KT(-) ,..., % ( - )  s a t i s f y  ( 9 ) ,  
1 3  

t h e r e  i s  an  a d d i t i o n a l  c o m p l i c a t i o n  w i t h  t h e  l o g n o r m a l / l o g -  

i s t i c  n o r m a l  m o d e l  t h a t  d o e s  n o t  a r i s e  w i t h  t h e  

gamma/Di r i c h 1  e t  m o d e l .  F o r  t h e  l a t t e r ,  E[Z p . x . 1  = Zp .E [x . ]=  
1 1  1 1 

-x 
Z p . h . ( - )  = y x ,  w h e r e a s  f o r  t h e  f o r m e r  

1 1  

E v e n  i f  covCx i  , x j l  = O ,  a l l  i,j, t h e  r i g h t - h a n d  s i d e  d o e s  
-x 1 

n o t  sum t o  y, b e c a u s e  ~ [ x ~ l  = exp [h i ( . )  + pii]. Thus 

t h e  l o g n o r m a l / l  o g i s t i c  n o r m a l  s p e c i f i c a t i o n  v i o l a t e s  t h e  

s u m m a b i l i t y  c o n d i t i o n  o n  t h e  demands,  a l t h o u g h  i t  s t i l l  

s a t i s f i e s  t h e  s u m m a b i l i t y  c o n d i t i o n  on  t h e  s h a r e s  t h a t  

Z s i  = 1. T h i s  c o u l d  b e  d e a l t  w i t h  e i t h e r  b y  

r e p a r a m e t e r i z i n y  t h e  n o r m a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  x i ' s  o r  b y  

d r o p p i n g  t h e  a s s u m p t i o n  o f  weak s e p a r a b i l i t y  and w o r k i n g  w i t h  

i n c o m p l e t e  demand f u n c t i o n s  h l f p , b , q , y ) ,  w h i c h  a r e  n o t  b o u n d  

b y  ( q ) -  



n I  L L I ~ ~ > ~ ~ ~  I I Y O L ,  p p .  1 5 b - 1 ,  p.  1 7 3 )  s u g g e s t s  some ad hoc 

d e v i c e s  f o r  h a n d l i n g  z e r o  s h a r e s  w i t h i n  t h e  l o g i s t i c  n o r m a l  

d i s t r i b u t i o n ,  b u t  c o n c l u d e s  t h a t  o n e  may h a v e  t o  mode l  t h e n  

b y  i n t r o d u c i n g  a  p r o b a b i l i t y  mass a t  x i  = 0 and u s i n g  t h e  

l o g i s t i c  n o r m a l  a s  t h e  c o n d i t i o n a l  d i s t r i b u t i o n  o f  t h e  non-  

z e r o  s h a r e s ,  c o n d i t i o n a l  on  t h e  o t h e r s  b e i n g  z e r o .  T h i s  i s  

somewhat  a n a l o g o u s  t o  t h e  a p p r o a c h  e m p l o y e d  i n  t h e  u t i l i t y -  

t h e o r e t i c  m o d e l s  o f  c o r n e r  s o l u t i o n s  t o  b e  d i s c u s s e d  i n  t h e  

n e x t  s e c t i o n ,  w h e r e  t h e  p r o b a b i l i t y  mass a t  t h e  b o u n d a r y  

d e r i v e s  f r o m  e c o n o m i c  c o n s i d e r a t i o n s  (i .e. t h e  K u h n - T u c k e r  

c o n d i t i o n s  h o l d i n g  a s  i n e q u a l i t i e s ) .  
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7. It f o l l o w s  f r o m  ( \ q a , b , c )  t h a t  ~ [ x ~ l  x.3 = K t ( P , b , Y x ) ,  v a r ( x i l  x  ) 

= X . S ~ ( P , ~ , Y ~ ) C ~  - S~(P,~.Y~)I, a n d  c o v ( x . x . j x . ) =  
1 J 

- x.si(p.b,yX)sj(p,b,yx) < 0. T h i s  may b e  c o m p a r e d  w i t h  t h e  

i m p l  i c a t i o n s  o f  t h e  g a m m a / D i r i c h l e t  and l o g n o r m a l / l o g i s t i c  

n o r m a l  m o d e l s .  L i k e  t h e  gamma, b u t  n o t  t h e  l o g n o r m a l  m o d e l s ,  

t h e  mu1 t i n o m i a l  i m p l  i e s  t h a t  t h e  v a r i a n c e - c o v a r i a n c e  m a t r i x  

o f  t h e  x i ' s  v a r i e s  a c r o s s  t h e  s a m p l e  o f  i n d i v i d u a l s .  

However ,  i t  i m p l i e s  t h a t ,  f o r  any  i n d i v i d u a l  c o n s u m e r ,  h i s  

demands ( a s  o p p o s e d  t o  s h a r e s )  f o r  d i f f e r e n t  s i t e s  a r e  

n e g a t i v e l y  c o r r e l a t e d ,  w h i l e  t h e  gamma i m p l i e s  t h a t  t h e y  a r e  

i n d e p e n d e n t  and  t h e  l o g n o r m a l  p l a c e s  no  p a r t i c u l a r  

r e s t r i c t i o n  o n  them.  The n e g a t i v e  c o v a r i a n c e  b e t w e e n  x i  

a n d  xJ a r i s e s  f r o m  t h e  c o n d i t i o n i n g  on t h e  t o t a l  x . ,  a  

f e a t u r e  w h i c h  i s  a b s e n t  f r o m  t h e  gamma and l o g n o r m a l  m o d e l s .  



8. A s i m p l e  n u m e r i c a l  e x a m p l e  may h e 1  p  t o  i l l u s t r a t e  t h e  p o i n t .  

Suppose  t h e r e  a r e  t w o  s i t e s  ( N  = 2 ) ,  w i t h  p r i c e s  p l  = $ 1 5  

a n d  p2 = $10, w h i c h  i n c l u d e  a  t i m e  c o m p o n e n t  v a l u e d  a t  w = $8 .  

Suppose ,  a l s o ,  t h a t  x l  = 4 a n d  x2  = 2. T h u s ,  x .  = 6 

( t h e  i n d i v i d u a l  s p e n d s  s i x  d a y s  o n  r e c r e a t i o n ) ,  and  y, = $80  

B u t  y,/w = 1 0  # x.. - 
Znhud 

9. I t h e  CES u t i l i t y  m o d e l  ( 2 1 )  p r e c l u d e s  c o r n e r  s o l u t i o n s  s i n c e  

i t  i m p l i e s  t h a t  a l l  g o o d s  a r e  e s s e n t i a l ;  h e n c e  t h e  

s i ( *  1 f u n c t i o n s  i n  ( 2 1 b 1  a l w a y s  s a t i s f y  s i ( - )  > 0. F o r  

r e a s o n  t h e  CES m o d e l  seems u n s u i t e d  t o  r e c r e a t i o n  

b e h a v i o r :  i t  i s  h a r d  t o  b e l i e v e  t h a t  i n d i v i d u a l  r e c r e a t i o n  s i t e s  

a r e  a l l  e s s e n t i a l  g o o d s .  The QES u t i l i t y  m o d e l  ( 2 2 a )  does  n o t  

f o r c e  a n y  g o o d  t o  be  e s s e n t i a l  a n d  t h e  demand f u n c t i o n  i n  ( 2 2 b ) .  

w h i c h  i s  b a s e d  o n  t h e  p r e s u m p t i o n  o f  an  i n t e r i o r  s o l u t i o n ,  c a n  i n  
t4bWWW' 

f a c t  r e t u r n  n e g a t i v e  o r  z e r o  v a l u e s  f o r  xi a n d  s i .  (,a5 e x p l a i n e d  

i n  t h e  n e x t  s e c t i o n ,  t h i s  i s  n o t  t h e  c o r r e c t  f o r m u l a  f o r  t h e  

demand f u n c t i o n  i n  i t s  f u l  1 g e n e r a l i t y .  T;tskv.id n& *4-, 



10. A l t h o u g h  we t r e a t  zr a s  t h e  n u m e r a i r e ,  t h e  s p e c i f i c a t i o n  o f  

t h e s e  t w o  v a r i a b l e s  f o r  p r a c t i c a l  p u r p o s e s  i s  somewhat 

t r o u b l e s o m e .  A1 t h o u g h  i t  m i g h t  seem n a t u r a l  t o  r e q u i r e  t h a t  

xz, = z  and  zy, = y ,  i t  may n o t  b e  d e s i r a b l e  t o  assume 

t h a t  zr = Z / X .  a n d  y, = y / x *  b e c a u s e  t h i s  i m p l i e s  
a\% r\ri, i * p G . ~  t h r c t  

t h a t ,  i f  x *  c h a n g e s ,  yr c h a n g e .  if ie e f f e c t i v e  
and  =,L 1 

b u d g e t  c o n s t r a i n t  f a c i n g  t h e  i n d i v i d u a l  c h a n g e s  w i t h  x * ,  

w h i c h  i n t r o d u c e s  an i n c o m e - c h a n g e  c o m p o n e n t  i n t o  we1 f a r e  

e v a l u a t i o n s  f o r  p r i c e / q u a l  i t y  c h a n g e s ,  b h  e x p l a i n e d  

hphe~r, I t w o u l d  b e  m o r e  c o n v e n i e n t  t o  assume t h a t  yr 

i s ,  s a y ,  m o n t h l y  o r  w e e k l y  i n c o m e  ( i . e .  y, = y / 1 2 ,  e t c , )  

a n d  o r e s p o n d i n g l y  f o r  2 , .  lC: 

11. T h i s  s i m p l i c a t i o n  i s  n o t  c r u c i a l ;  i t  i s  o m i t t e d ,  f o r  e x a m p l e  

i n  random c o e f f i c i e n t s  v e r s i o n s  o f  t h e  d i s c r e t e  c h o i c e  m o d e l  

o n  t h e  l i n e s  o f  Hausman and Wise ( 1 9 7 8 ) .  



12. M o r e y  ( 1 9 8 1 )  a1 so e s t i m a t e d  t h i s  t y p e  o f  l o g i t  m o d e l  i n  

a d d i t i o n  t o  h i s  s h a r e  m o d e l  c o n s i s t i n g  o f  ( 2 0 )  a n d  ( 2 1 b ) .  He 

c o m p a r e d  e a c h  m o d e l ' s  g o o d n e s s  o f  f i t  and  c o n c l u d e d  t h a t  t h e  

p e r f o r m a n c e  o f  t h e  l o g i t  m o d e l  was i n f e r i o r .  However ,  h i s  

l o g i t  mode l  was b a s e d  on c o n d i t i o n a l  i n d i r e c t  u t i l i t y  

f u n c t i o n s  o f  t h e  f o r m  

4 
~ ~ ( b ~ 9 y - p ~ )  = B ( Y - P ~ )  + 1 y k b i k  

k= 1  

w h i l e  t h e  q u a l i t i e s  i n d i c e s  q i ( ' )  i n  h i s  CES m o d e l ,  ( 2 1 b ) .  

t o o k  t h e  f o r m  

w h e r e  Y k h  ' u h k .  T h u s ,  t h e r e  w e r e  5  p a r a m e t e r s  t o  b e  

e s t i m a t e d  i n  h i s  l o g i t  m o d e l ,  b u t  1 5  p a r a m e t e r s  i n  h i s  C E S  

m o d e l  (a  p l u s  t h e  1 4  s e p a r a t e  p a r a m e t e r s  i n  t h e  $ i ' s ) .  The 

r e s p e c t i v e  v a l u e s  o f  t h e  m a x i m i  zed  l o o - l i k e l i  hood  w e r e  

-3528 .001  a n d  -3410.214.  The c o m p a r i s o n  o f  t h e  t w o  m o d e l s  i s  

c o m p l i c a t e d  b y  t h e  f a c t  t h a t  t h e y  a r e  n o t  n e s t e d  and .  m o r e  

i m p o r t a n t l y ,  b y  t h e  d i f f e r e n c e  i n  t h e  number  o f  p a r a m e t e r s ,  

w h i c h  was n o t  t a k e n  i n t o  a c c o u n t  b y  Morey .  Thus,  we c o n s i d e r  

h i s  c o n c l u s i o n  t o  b e  somewhat  p r e m a t u r e .  

13 .  One c o u l d  a l s o  assume t h a t  t h e   EN h a v e  a  m u l t i v a r i a t e  

n o r m a l  d i s t r i b u t i o n ,  w h i c h  p r o d u c e s  a  p r o b i t  m o d e l  o f  

d i s c r e t e  c h o i c e .  However ,  t h e  c h o i c e  p r o b a b i l  i t y  f o r m u l a s  

c o r r e s p o n d i n g  t o  ( 3 3 )  i n v o l v e  a n  (N-1)  d i m e n s i o n a l  m u l t i -  

v a r i a t e  n o r m a l  i n t e g r a l .  I n  t h e  a p p l  i c a t i o n  b e 1  ow w h e r e  



N = JU tnis I S  computationally infeasible. In this 

application, as in Hanemann (1978) and Caulkins et al. (1984) 

it is assumed that pir = pi and b i r  = b i ,  for all r. 

but as demonstrated here that assumption is not essential. 

In this context it would be natural to set y r  = y/R and 

= z/R. Note that we have assumed weak complementaPity 

I 
'r 

by making v ( - )  independent o f  br. However, vo(-) and, 
0 

I 
for that matter, f(-) and vi(+) can contain characteristics 

of the individual such as age, sex, previous recreation 
I 

experience, etc. h 

- 
It can be shown that I = ~[max[v~ + elr...,vN + cN]]. 

If no > 0.5, it follows from (46) that exp[Vo - (I-o)I] < 1, 

which would justify the approximation ln(1 + a)= a. 

Otherwise one could use some approximation such as ln(1 + a)- 
2 a - a /2. 

One can regard R o r  In R as being implicit in the intercept 

in (50a,b); the key differences between these equations and 

(47') or (48') lie in the functional form and the fact that B 
u f 1. 

That is, their R appears to be 365. As pointed out in the 

preceeding footnote the variable R does not appear explicitly 

in Feenberg and Mills' analysis, s o  one cannot tell whether 

they intend the recreation participation decisions to be made 

on a daily basis. 
kns 



19. F o r  e x a m p l e .  t h e  a p p r o a c h  a d o p t e d  b y  Wales  and Wood land ( 1 9 7 8 ,  

1 9 8 3 )  i s  t o  assume t h a t  u ( x , b , z ; c )  = i i ( x , b , z )  + l x j E j  + z 

w h e r e  u ( * )  i s  a  n o n s t o c h a s t i c  f u n c t i o n .  Hence  t h e  

l i i ( x , p , b , y ; c )  f u n c t i o n s  t a k e  t h e  f o r m  

w h e r e  Q i  ...., @ N  a r e  n o n s t o c h a s t i c  f u n c t i o n s .  I n  t h i s  c a s e  

i t  i s  c o n v e n i e n t  t o  assume t h a t  E ~ , . . . . E ~  a r e  m u l t i v a r i a t e  

n o r m a l .  O b s e r v e  t h a t  i t  s i m p l i f i e s  t h e  m o d e l l i n g  t a s k  i f  o n e  

assumes t h a t ,  u n l i k e  a u l a x l ,  ..., a u l a x ~ ,  t h e  t e r m  a u / a z  

d o e s  7 n o t  c o n t a i n  a  s t o c h a s t i c  e l e m e n t .  a  s i m p l i f i c a t i o n  w h i c h  

was n o t  e x p l o i t e d  b y  Hanemann ( 1 9 7 8 )  o r  Wa les  and  Wood land.  

20 .  I f  o n e  assumed t h a t  f ( E )  w e r e  G E V ,  i t  m i g h t  b e  p o s s i b l e  t o  
E 

r e 1  a x  t h e  i n d e p e n d e n c e  a s s u m p t i o n  w h i l e  r e t a i n i n g  a  c l o s e d  

f o r m  e x p r e s s i o n  f o r  ( 6 9 ) .  

21. The s t a t i s t i c a l  f e a t u r e ,  t h e  p i l i n g  up  o f  a p r o b a b i l i t y  mass 

a t  x i = O  i s  a u t o m a t i c a l l y  i n c o r p o r a t e d  i n  t h e  

u t i l i t y - t h e o r e t i c  p r o b a b i l i t y  s t a t e m e n t s  s u c h  a s  ( 7 0 )  o r  ( 9 2 )  

22. Hanemann o f f e r s  a  s i m p 1  i f i e d  p r o o f  o f  t h e s e  t h e o r e m s ,  

e m p l o y i n g  a  l e s s  r e s t r i c t i v e  s e t  o f  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n s  on u  

t h a n  t h o s e  o f  Lee  and P i t t  who r e q u i r e ,  i n  p l a c e  o f  ( D - 2 a , b ) ,  

t h a t  u  b e  s t r i c t l y  i n c r e a s i n g  i n  e a c h  a r g u m e n t .  He a l s o  shows 

how t h e  a n a l o g s  o f  Theorems  1 - 5  a p p l y  t o  t h e  d u a l  p r o b l e m  o f  

d e r i v i n g  t h e  d i r e c t  u t i l i t y  f u n c t i o n  f r o m  a  g i v e n  i n d i r e c t  

u t i l i t y  f u n c t l o n  s a t i s f y i n y  t h e  r e g u l a r i t y  c o n d i t i o n s  

m e n t i o n e d  e a r l i e r .  



24. A t  t h i s  p o i n t ,  t h e  d i s c u s s i o n  w i l l  be  c o n d u c t e d  i n  t e r m s  o f  

c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n .  The a n a l y s i s  o f  e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n  

m e a s u r e s  i s  e n t i r e l y  a n a l o g o u s ,  a n d  may b e  d e r i v e d  f r o m  t h a t  

p r e s e n t e d  h e r e  b y  o b s e r v i n g  t h a t  t h e  e q u i v a l e n t  v a r i a t i o n  

m e a s u r e  f o r  a  c h a n g e  f r o m  ( p ' , b l )  t o  ( p " , b l ' )  i s  e q u a l  t o  t h e  

n e g a t i v e  o f  t h e  c o r r e s p o n d i n g  c o m p e n s a t i n g  v a r i a t i o n  m e a s u r e  

f o r  t h e  c h a n g e  f r o m  ( p W , b " )  t o  ( p '  ,b l ) .  

25.  T h i s  a s s u m p t i o n  o f  no  i n c o m e  e f f e c t s  i s  e m p l o y e d  b y  b o t h  

McFadden ( 1 9 8 1 )  and S m a l l  and  Rosen  ( 1 9 8 2 ) .  
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