
UCLA
Department of Statistics Papers

Title
Modeling Visual Patterns by Intergrating Descriptive and Generative Methods

Permalink
https://escholarship.org/uc/item/5bv4h8st

Authors
Guo, Cheng E
Zhu, Song C
Wu, Ying N

Publication Date
2002

eScholarship.org Powered by the California Digital Library
University of California

https://escholarship.org/uc/item/5bv4h8st
https://escholarship.org
http://www.cdlib.org/


��������� �� �	� 
��� �� �� �������� ������� � �	��� ������� �������� �� 
������

�������� ��	
�� �����	 �� ��������� ��	������� ���

��������� �����	

�������� ����	 
�������� ������ �� ���� ���� ���

����������� �� �������� 
������	
����������� �� 
���������	

���������� �� ����������	 ��� �������

�����	 �� ��	 �!��"����#����#��

��������

$��� ����� �������� � ����� �� ����������� ����� ���� ��������� �!� ����������� �������
�������� �� ��� ����������% &'# ����������� ������	 ���� �� (��)�� ����� *��� ��
������+ ������� �������� ,-./	 �� &&'# ���������� ������	 ���� �� ��������� ���������
��������	 ��������� ��������� �������� ,0/	 ���������� ��������� �������� ,../	 !������
����� ,01	 2/	 �� ������ ����� ,34	 0-/# &� ���� �����	 !� ���������� ��� ���������
�����!��) 5� ������������ � ����� �� ������������ ����� ��� ��+��� �������� 6��� ���� 7��+�
���8 !�� ����� 5� ������������ 9���� �� ��� ����� :4�'# �� ��� 5����� ����� �� ��� ����	
!� ������ ���� �� �5����� ��+���� ����� �� �������� 5� �������� ���� 7��+��� ����8	
�� ��+���� �� ���� ��� ��� ���������	 �����	 ��������	 �� ������� �������� �� � !���
�! ��������	 ��)� �������������� �� !������ 5����# $�� ��+��� ���� �������� ��� �5�����
����� 5� ��������� �� ������ �������������# $��� 5����� ����� �� ��� ���� �� ���������� ��
������# �� ��� ��� ����� �� ��� ����	 ��� ������� ������������ �� ��� ��+���� �� ��� ��+���
���� ��� ���������� � 5� ������+ ������� ���������	 !���� ���� �� ��5������� ��������
�� ��55� ����� ������� ����� ,3-/# $�� ��� ����� �� ��� ���� �� ���������� �� ������# ��
���������� ��� ��������� ���� 5� � ��� �� �+���������#

��������% ����������� �����	 ���������� �����	 ��55� ����� ���������	 (��)�� �����
(���� �����	 (��)�� ����� *���	 (�����+ ������� ��������	 ;��������� ������ �����	
$�+��� �����	 <����� ��������#
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���� � ������ ��������� ��� ���������� ����� ��������� ���� ��! ���� �� )��!� �5���

��� �������� �� ��� ������ ������	 �� ��� )��!���� ��� 5� �������������� ���������� 5�

������� �� ������������ ����� ���� ��� ������������� ���������� � ������ �������� �� ���

�����5�� �� ������# ��� �� ��� ���������� �� ��� �������� ������ ������ �� ��� �������� ��

������ !����� ���� �����	 ��� ����� ��� ����� ����������� �� ������# =+������ ������ ���

����������� ������� ��� 5� ��������� ���� ���� �!� ����������# &� ���� �����	 !� ���� ���

�������� ��� ����������� 	��
��� �� ��� ����� �������� ��� ��������� 	��
���#�

����������� ������ ��������� ��� ���� ��� � ������ ������� 5� �������� �����������

����������� �� �������� �+������ ���� �������# ����������� ������ ������ (��)�� �����

*���	 ������+ ������� �������� ,-./	 ������5�� �����	 ���# >�� �+�����	 ������ ������

�� ��+���� ������� ��� ���� ���� ���� �������� ,.1	 -.	 1	 30/# $���� ����� ��� 5���� �� ��+��

����������� �� ���� ������������ ���������� �� ��� �������� �������	 ���� �� ������ *�������#

$�� ������������ �� ���������� ������ ��� �!�����# >����	 ���� � ��� ������� ���� �����

��������� �� ������ ��������	 !���� ��� ����� ���� ��������� �� ����� ����������# >��

�+�����	 � ���������� ���� �� ��+���� ��� ����� � � ������� �)�� ������� !��� ����������

��������� ������� 5�� �� ��� ��� ���� �+������ ������ �� �������� 5��5�# 
����	 �� ����������

����� ��� 5���� ������� �� ��� �������� �������	 ��� ��������� ���5�5����� �������� ��� �����

�� ���� ���� ��������� �� ��� �������� �� ��������� ��� ��������������� �+�������# &�

�� �����5�� �� ���� �������� �������� �� ������ �������������� �� ���� ��� ����� ��� 5�

5���� �� � ��! ���������� ����� ���� ����� 5����� ��?���� ��� ��������� ������+��� �� ���

�������#

&� �������� �� ���������� ������	 ���������� ������ ��������� ���� �����5��� �� ���

������ ��� ��� ���������� ���������� �� ��! �������	 �� ���� ��� ����� ��� ������������#

���������� ������ ��� !���� ��� �� ������ �� ����� ��������# >�� �+�����	 ���������

��������� �������� 6;��'	 ��������� ��������� �������� 6&��' ,0/	 ���������� ������

������ �� � ����� 	���
��� � ������� ���� 	�� �� 	����� ���	����������� ��� 
��� � ���	���������� �������
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� ���� �������� �� ��� ��� ��  �! "#$% ���� ��	���������

��� ���	���������� ������� �� &����� 	���� &���� '���� ��������� �������
�
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���� �������� 6$��' ,../	 !������ ����� �������������� ,01	 2/	 ������ ����� ,34	 0-/	 ��

��� ����� ������� ���� ��� ������� ������� ������ ,0./# $�� ���� �����5��� ������� ��

��������� �� �������� ��� �5����� ����� ������� �����! ���� ������ �����# @�!����	 �+����

��� ���������� ����� ������ �� ��A�� ���� �� �����������*� ���������� ���� ��� ����

�����5��� ��� ��������� �� ���������� �����5���#� �� � ������	 ���� ��� ��� ������������

������ �� ���� ��������� ������ ��������# >�� �+�����	 � !������ ����� ����� ���� ���

������ ����������� �� �5����� �����	 5�� �� ������ �������� � � ��+���� ������� ������� ����

������ ����� �������� 5������ ��� ������� ������������� 5��!��� ��� !������ ���Æ������

��� ��� �������#

$�� �!� ������� �������� !��� ������� ������ ����������� 5� ����!��� ��B����

����������� !��)��� �� �A����� ���5����	 �� ����� ������������ ��� ��� �� 5� �+�����#

&� ���� �����	 !� ������� � ����� �� ���5�5������� ����� ���� ��������� 5��� ���������� ��

���������� ������	 �� !��� �� ��� ��������� ��� ������������� ���������#

$�� ������� ����� ��� 5� ���!� ���� ��� �����!��� ���� ������������%

������ � ��	 �
����� 	� ������� ������� ���� ������� ����������� �� �	� 	��� ������� ��� ��
����
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�� ������������ ��� ���	 ��� ������� ��
���� ���������

>����	 �� ���5���� ��� ��������� �� 5��� ���������� �� ���������� ������	 �� ����

���� � ������� ������ ��� ������� ������������ ������ ��������# &� �������� ������	 �

���������� �5���������	 ����� �� (���C� ������ �)���� ������� ,0:/	 �� ���� ������� ������

�(��������� ������� ��� ������� �� � ��	��� ����� "#)% �� ���	������ � ��� ������� ���� �������
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�������� ������� �� �������� ������ �� ���������� ���������# >�� �+�����	 >����� . �������

�!� ������� ������# ���� !� ���) �� ��� ����!��� �����	 !� �������� ��� ���� ��� ��+����

7����������8 �� ����� �� ��+�� �����������	 5�� !� ���� ��� ��� ������� �������� �� ��� ���

�� 5���)�# $� ������� ��� ������������ ������	 !� ������� � ����������� ���������� ����

�� ���!� �� >����� 0# &������ 5� ��� ������� !��) �� D�������� �� >��� ,34/	 !� ������

���� �� ����� �� �������� 5� � ��! ������ �� ���������� ��������� �� ���� ����� �������� ��

� *���� ���5�� �� ������� 5�� ������� ��������	 ����� 7��+����8 6�����!��� ��� �����������

�� 9���� '# &� ��� �+���������	 ���� ��+��� ������ ���� ���� .44 ��+��� �� �������	 �� ���

������ �������������� �������� ������ .44���� �������� �������� �� ��������# ���� ������

��������������	 ��� ��+� ���� ����� 5� ��� ������� �� ��� ������� ������������ 5��� ��

��������� ��������# &� ����������	 ��� ��+���� �� ���� ����� ��� ���������� � 5� (��)��

����� *�� 6(E>' ����� ������� ��� ������+ ������� �������� ,-./	 �� �������� (E>

��+���� ����� ��� 5� �������� ������� ����� !���� ��� ����� ���� ���� ��� ����� �� ����

7��+���8 �� B��� � ��+��# 
�� ���� � ������ ����� �� ���� ,3:/ ���� �� ������� 5���� �� ��� !��)

�� D�������� �� >��� ,34/	 !���� ��� �������� �� ��� �������� ������ 5���� �� ���������� �

5� � ������ �)���� ����# �� ���� ���� ��� ��������� ���� �� � ������� ��+� ���� ��� ���

������ ������������� ����� �� !������ �� ������ �����#
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������	��� ���� 	������	� ��� � ���#��	��� ��
���� ����� ��

&� �� ��� 5����� ���� ����������� 	����� �� �� ���������� �� ��������� 	����� �� 5���

��� ���������� �� ��� ��������� �������� �������# &� ������ ��������	 ��� ���� ��� 5�

-



��������� 5���� �� ����� ����������� ��� ���� �������� ������� ���������������� ���� ���

����� �����������# $��� !� ��� ������� ��� �������� 5� ���� ������	 �� ���� � �������

!��� ������������� ������� ���� �5������ �������� �� �������� ���� �� ��+����	 ������	

?�!�	 �� �� ��	 !���� �������� �� ��� ���� �5������ ������ 5����� ������ ��� ��� ��������

�� ��!�� �5����������# >�� ��������	 ��� ?�!� �������� ������	 �� ��� ������ �������� ��+����	

!���� �� ���� �������� ��+�� �����������# �� ���� �����	 ��� �������� �� ��� ���� �5������ �����

���� �� ������� ���� ������ �� ���� ��� 5� ���������� � 5� � ���������� ���� 5���

�� ���� ������������ ��������	 �� ���� ����� ��� 5� ����� 5� ��� ������+ �������

��������� �� ���������� �� ,31/# ���� � ��! ���� ����� �� �������� �� ��������	 ��

�������� ��� ������� ���������� ���� 5� � ������*� ���# $�� �������� ������� ������� �����

��� ���������� ���� ��� ��� ���� �5������ �������� 5������ ������ ������ ��� � �������

������ �������#


����	 ��� ��������� ������ ������� � ���������������� �*������ �� 7��+����8# $�+���

��� 5��� �� ��������� ������ �� ��+���� ���������� �� ����� ������# �������������	 �� !��

���� �+������ ������� �� ���������� ,.F/	 �� � ������� �*������ �� ��+��� ��� ��� �� 5�

����# &� ���� �����	 !� ����� ���� � �*������ �� 7��+���8 �� �����5�� ���� �� ��� �����+� ��

� ���������� ����# &� ���� �����	 �� �������� �� ��� �����������5��� ���������� ����� 5�

(���)	 �����	 ���# ,00	 03	 0G/	 ��+���� ��� ��������� ��5�� �� � ���������� ���� �� ���

������� �� ���� �����5��� �� ��� ���������� ����# $��� �� ���������� !��� ��� ����������

�� &�� ,../	 $�� ,../ �� ������ ����� ,34	 0-/# &� ���� �����	 ��� ��+���� ��� �*��

�� ����� �� ����� 5���� �� !���! ���������# &� � ������ ����� �� ���� ,-4/	 !� �+�����

����� �*������� �� ��+����	 ���� �� ���5�������� �� ������ 5����	 ����� �������� �� ����� ��

������	 ���#

$���	 !� ������� � ������� ���	��� �� ���������� � ��� ���� ��+��� ���� �� �����5���

����� ���������# $�� ������� �����5�� ���������� �� ��� ���� ��������� �����5�� �� �������

����� ������� ,-/	 �� �� �A��� ���� ���������� ��55� ����� 5� ������ �� ��)��!� ���5��

�� ��+���� !���� �����5����� ������� ����������# $�� ������������� 5��!��� �����5�����

��+���� ��� ������� 5� ���� ������� ��!�	 ���� �� ���+�����	 ����������	 ���#

>�����	 !� ���� � ���������� ������� ��������� ,.G/ ��� �������� �� ���������# &�

��� ���������	 !� �������� ��� �������� ��)������ �������� �� ����� ��� ������*� ��+����
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��)������ ���5��� *���# 
������� ���� ��� ������� ��������	 !� ���� ��� ��� ���������� �������

��������� �� *� ��*�� ���������#

�� ���������� ��� ������� ������� ����� �� ��+���� ������# >�� �� ����� ��+����

�����	 ��� �������� ��������� ��� ������� ��� �����!��� ���� �5B�������%

.# �������� ��� ���������� �� ��+���� ��� ���� ���������� �������# $�+���� �� ��� ����

���������� ������� ��� ���������	 �����	 ��������	 �� ������� �������� �� � !���!

��������	 ��)� �������������� �� !������ 5����#

0# &�������� ��� ���� ��+��� ����	 ���� �� !���� �������� �� �� ��)��!� ���5�� ��

������� ��+���� ���� ��� ������ �� ���� ����� 5� �Æ�� ���������������#

3# �������� ��� ������+ ������� ����� ��� ��� ���������� ��������� ���� �������� ���

��+���� ����#

-# <�������� ��� ������ !���! ��������� �� ���������� ����� ������� ���������� ����

�����#

E�������	 � ������� �� ��+���� ��������� ������H��� ���� 5��� �������	 ����5�� ��� ����

������� ������ �� =���� �� >������ ,.4/ �� I�	 ���	 �� 
��� ,3F/	 !���� ��� 5���

�� ����������� ����� ����� �������# D�� !��)	 ��!����	 �� ���� �������� !��� ��������

������������ �� ��Æ����� ����� ��� ��+���� ��������# 
��� ����� ��� 5� ������ ��� �����

����������� �� �������� ������	 �� �� ��� ���� ��� �� ���� �������� ������������ 5������

��� ����� ��� ������� �������� ���������� ���������#

$�� ����� �� ������ � �� �����!�# 
������ 60' ��������� ��� 5��)����� �� 5��� ������

����� �� ���������� ������# 
������ 63' �������� � ������������ ���� ��� ��+����# 
���

���� 6-' ������ ������� �����5��� ��� ������� ��+��� ���������# $��� ������� 62' ��������

�� ��������� ������� ������# 
������ 6G' �������� ��� ��������� ��� ����������� ��������

����# 
��� �+��������� ��� ���!� �� 
������ 61'# �� ������� ��� ����� !��� � ���������

�� ������� 6:'#

G



� �������
�� �� ��	������� ��� ��������� �����	

����� � ��� �� ������ � J ������ � ���� ����� �	 !���� ����� �� J .� ����� ��� �������� ����� ������

�� ���� ��������� ���������� ������� ������� 5� � ���H����� �����5����� �6�'# $�� �5B���

���� �� ������ �������� �� �� �������� � ������������ ���5�5������� ���� �6�' 5��� �� � ��

���� �6�' ���������� �6�' 5� ������ ��� � K���5��)����5��� ��������� ��6� ���' ���� � ��

� ,G/	

��6� ���' J

�
�6�' ���

�6�'

�6�'
�� J 	� ,��� �6�'/�	� ,��� �6�'/� 6.'

&� ��������	 ��� �+��������� 	� ,��� �6�'/ �� ������� 5� � ������ �������# $��� !� ���� ���

������ ��+���� ��)������ ��������� 6(�='	

�� J ��� ���
����

��6� ���' � �����+
����

��
���

��� �6����� '� 60'

!���� L� �� ��� ������ �� �����5������ !���� �� �� ������� ���# D�� ������� �������� �� ��

������ ��� � �� � ��H����� �� ����� ���5�5����� �������� �� ���������� ������+�����	

L� � L� � � � � � L� � L� 	 ��

!���� � ���+�� ��� ������������� �� ��� �����# >�� �+�����	 � ���� 5� ��� ���5�� ��

���� ���������� �� � ����# �� � ���������	 ��� ���5�5����� ������ ����� 5� ������� ������

�� �������� � �� �� ��5������ ������ ���������#

$���� ��� �!� ������� �� �������� ��� L� �� ��� ����������#

�
� ���� �
���� �� �
� ��������� ��	���	 !���� ��� 5� ����� 5� ��� ���������� �����

������� ��+���� �������	 �� ��� ��� ���� �� ����������� ��������� ,-/# � ���������� �����

�+������ � ��� �� � ������� ���������� �� �����	������ �������	� �� �� ����� �	 ����� 5�


�6�'� � J .� �����# $��� �� ���������� � ���� � 5� �������� ����������� ��������� �� ����

� ��������� ��� �5����� ���������� 	���� �+������ ���� �	

	�,
�6�'/ J 	���� J
.

�

��
���


�6�
���
� ' � 	� ,
�6�'/ J 	�� � J .� ������ 63'

D�� ��� ������� 	� �� � ���B���� ���������� �� �6�'	 ���� !��� � �� ����� ������	 � ��

� !��� ���� ��� ���� ���B���� 6��������' ���������� �� ��� � ������ ���������# M� ���

��+���� ������� ��������� ,.:/	 ���� ���� �� ��� ��55� ����	

�6�N�' J
.

�6�'
�+���

��
���

�
�6�'��

1



$�� ���������� � J 6�� ���� � ' ��� �������� ����������� �� ���� ��� ������� 5� �������

��� ���������� �H������� 63'# $�� � �������� ��� ������ 5� � ������� ������� ���������

,-./#

$�� ���������� �������� ����� �������� ��� �������� �� ��� ����� L� 5� ����������

��� ���5�� �� ������� ���������� �� ��������� � ��H����� �� �+��������� ��������	

L�
� � L�

� � � � �L�
� � L� 	 ��

$��� ������ ������� ��� ��� (E> �� ������+ ������� ����� ��� ��+���� ,-./# >�� �+�����	

� ���� �� ���������� ���� ��� ��+���� ������� 
�6�' �� ��� ���������� �� ��������� ����

���� ��5�� *�����#

�
� ����� �
���� �� �
� 	������ ��	���	 !���� ��� 5� ����� 5� ����������� �� ���������

���� ���� ���� �����5��� � J 6��� ���� ��'	

�6�N O' J

�
�6��� N O'�� J

�
�6��� N P'�6� N�'���

$�� ���������� �� � ���������� ���� ������ �!� ����� O J 6P��'# &� ������� � B����

���5�5����� �����5����� �6��� N O'	 �� ���� � ��������� � ������� � ���������� ����

�6��� N P' !��� ���������� P# $�� ���� �����5��� ��� ���������� � 5� � ���� �6� N�'# �

����� 5� ������� ���� � �� � ���5�5������� ������	 �� ���� �� �� �������� �� ��� ������������

�������� 
�6�'� � J .� ����� �� ���������� �����# $�� ���������� ����� ������������� ��

���� �����5��� �� ������� ��� ����� L� �� ���� ��������� � ��H����� �� ��+���� ��������	

L	
� � L	

� � � � � � L	
� � L� 	 ��

>�� �+�����	 ��������� ��������� ��������	 !������ ����� ����� ,01	 2/	 �� ������

����� ,34	 0-/ ��� ������ � ������ ������ ���� !���� �� ����� � �� ��� ������ �� ������

������������� �� ���� !���! ��������� P�� � J .� �����	 ���� � �������� ����� ������� 
#

� J
��
���

��P� Q 
�

!���� ��� � J .� ����� ��� ��� ���Æ������	 P� ��� ��� ����� ������� �� ;��	 !������ 5����

�� ����� �����	 �� ������������� 5���� ��� ������ �����# $�� ���� �����5��� ��� ��� �

���Æ������ �� 5���� ���� ��� �����	 �� � J 6��� ���� �� �
'#� $�� ���Æ������ ��� ������ ��
�(� *'+� ���	� ��� ����� ��� �����
����� �� 	�� �� 	������� �� ��������� ��� �� �����	������� ������

��� �� ���� �� �� ��������

:



5� ����������� �� ���������� �����5���	

�� 
 �6��' J
.

�
�+����
����

��� � J .� ������

!���� � �� � ������� ��� ������# $�� ���� � J . ��� ������ ����� ,34	 0-/ �� 5���� �������

,2/	 �� � J 0 ��� ��������� ��������� ��������# $��� !� ���� � ������ �����5����� ��� � 	

�6� N�' J
.

�

��
���

�+����
����
��
�
	��


�+���

�6�� �'

0��

��

&� ���� �+�����	 ��� ���������� ��� ��� � 5���� ���� ��� ���������� �� �6� N�'	 O J

�P�� ����P� � �
� �
�# $���� ��� ���� ��������� ����� !��� ������� ��������� ���� �����

����� ������� �� ������ ����� 6��� ,0./ �� ����# �������'#

&� ���� ���� �6� N�' �� ���� ��� �+��������� ������# @�!����	 �� ��� ����������	 ����

�����5��� ��� � J .� ����� ��� ������ �� 5� �� �������� �� ��������� �����5���# $��� ���

������� �� ���������� ����� ��� �������� �#

� � �
���������� ��������� ����� ���  �!
��

������ $ ��
���� ������ ���� ��
�	� �	������� %��� ��
�	� �� ���������� �� � ��������� ����	��

�� ����� �� � ����������� ���������� ���� ��� ��+���� ������ �� !� 5������ ���� ���

���� ������� ����� ��� 5� ������ �� ����� �������� ���� �� �5B��� ������# �� �����

� �� ������ �� 5� �������� 5� � ������ �� ���������� ���������	 �� ���� ����� ��������

�� � *���� ���5�� �� ������� 5�� ������� ��������	 ����� 7��+����8# >����� 3 ���!� �����

������� �+������ �� ��+���� ������	 �� ���� ��+��� �� ���������� 5� � ����������� !���!#

� ������ ���� �� ���!� �� >����� 0#

F



$�+���� �� ����� � ��� ����� ������� ���������� ���� � �H���� �������� P�# $�� ����

��+��� �� ����� � �� �����*� 5� ��+ �������������� �����5���	

��� J 6���� ��� � ���� ��� � ���� ���'� 6-'

!���� 6��� � ���' ���������� ��� ��+��� ������ ��������	 ��� ��� ����� 6�� �� �'	 ��� ��� 7�������8

6������ ����� �� ������ ������ !���'	 ��� ��� �����������	 �� ��� ��� ����������� ����������

���� �� �������� �����5�����# ��� �*��� �� �Æ�� ��������� ����� 5� �,��� /	 �� ��� ��+���

������ 5� � ��+��� ��� �� ����� 5� ��� # $��� ��� ����� ����� ����
�� � ��+��� ��� ��

����
J �,��� /�P�� ��� ���

!���� � ������ ��� �������������� ��������# $�+��� �+������ �� � �������� �������� ��

�A����� ������	 ���������	 �� ������������ ��� ���!� �� >����� -#            

������ & � �������  ��� ��� ����� ������	���� �	���� �!� �������  � �!� ������ �	�� �!� ���������

�	�� �!� ������'���������'�	����� �	��

�� �*�� ��� ���������� �� ��� ��+���� �� ����� � �� � ����� 	��	

�� J 6��� ���� � � J . � � � ���'� � J . � � � ��

!���� �� �� ��� ���5�� �� ��+���� �� ����� �#

&� ���� �����	 ��� ��+��� ��� �� �� ��� �������� P� �������� �� ����� �� J �6��N P�'

����������������# &� ������� ��+��� ������� ������� �� ���� 6�� �' �� ��	 ��� ��+�� ����� �� ��)��

�� �������	

��6�� �' J

���
��� Æ66�� �'  ���'����

6�� �'���
��� Æ66�� �'  ���'

�

!���� Æ6�' J . �� � �� ����	 �����!��� Æ6�' J 4# &� ����� ��	 ��+��� ��� ������ 5� ��� ��+���

������� ��� �����������# $�� ����� � �� �������� �� ��� �����!��� !��	

�6�N P' J �6��N P�' � �6��N P�' � � � � � �6��N P�'� �� ���� J �6�N P' Q 
� 62'

.4



$�� ���5�� � ������ ��������� 6�� ������ ������'	 �#�# ����� ����� �� ������� ��# �6�N P'

�� ����� � ������������ �	��� �� 
 �� ������ �� 5� �������� ����� ������� 
6�� �' 


�64� ���'��6�� �'	 �������� �� ������� �� ����� 5� � ���������� ��+����# $��� ��+�� ����� ��

���� 6�� �' �� ��� ����� � �� ��� ���� �� ��� ��� ����� ����� �� ���� �����	 !���� ��������

��+��� ��� ���� ����� 5� ������#

&� ���� ���������� ����	 ��� ���� �����5��� ���

� J 6�� �6��� ��' % � J .� � � � � ��� 
'�

!���� �� ���+�� ��� ���� 6�� �������� ����' �� ��� ���� �����#

$� �������� �����������	 !� ������ ���� � J 0 �� ��� �!� ���������� ������ ��� �����

75��)�����8 �� 7���������8 ������������# $�� �!� ��+��� ������� ��� � J .� 0 ��� ������

�� 5� ��������� �� ���� �����# $��� ���������� ����� �)�� ��� ������ ��+���� ��������

����� �� ���� �����	 5�� ��� ���� ������������ ��������	 �� �� ��������� ��������� �� ����

���� ������ �� �� ������� ��� ���������� ����� ����� ������#

$��� ��� ��)������ ��� �� �5�����5�� ����� � ��� 5� �������

�6�N O' J

�
�6���N P'�6�N�'��� 6G'

J

�
�6�������N P'

��
���

�6��N�
���'������� 61'

!���� P J 6P��P�' 5� ��+��� ��������� �� � J 6�
���� �
���' ��� ���������� ��� ���

�!� ��+��� ��������� !���� !� ����� ������ �� ��� ��+� �������	 �� �� ��� �������� �� ���

�����# $�� ���������� ���� �� ��� ���� �� � ���������� ���5�5����� �6�������N P'	

�6����������N P' � �+��
�
������� � �6�����N P'

����
0��

�� 6:'

!����  6�����N P' �� ��� ������������ ����� ���� ��� �!� ���� ������ !������ ����� 6���

�H# 62''# �� ��� ���������� ���� �� ���� ������	 ��� ��+���� ������� ����� 5� ������� 5�

��� ������� ������������ �� ��+���� �� ����� �6��N�
���'� � J .� 0	 !���� ��� �� ���� ��!��

���������� ������ �� ��� ���� ������������ ���������� ���� �������� ��55� ����� ��

��+��� ,-./#

&� ��� ��+� �������	 !� ������ ��� ���� �6��N�
���'� � J .� 0 ��� ��� ��+��� ���������#

..



" � ��	������� ����� ��  �!�� �����		�	

�� ��� ��+��� ��������� �� ��� ��� �������� 5� ������� ���� ������ �� ��� �����	 ����

��� 5� ���������� � 5� ���������� ����� �� �+��������� ��������# &� ���� �������	 !� *���

�����! ���� 5��)����� �� ����� �������� �����5���	 �� ���� �������� � ������� �����5��

��� ��+��� �������# >������ !� ���! ���� �+��������� ��� ����� ��� ��� ��+��� ���������#

��� ������	
�� ��� ������� �	
�����	� �	� ���
�� �	������

$���� ��� �!� ���� �A������� 5��!��� � ��+��� ��������� �� � ������������ ��+���� �*��

�� � ������� R � ��#

� � ��+��� ������� ��� �� ��)��!� ���5�� �� �������� �� ���� ������� ��� �������

�����5���� ��� 	 !���� � ��+���� ����� ��� � *+� ���5�� �� ��+��� �� ���� ��+�� ���

���� ��� �����5�� ��� ���������#

� $�� �����5����� �� � ��+��� ��� ������ ������� �� ����� �������� ���������	 ������	

�� ������������	 !���� ��+��� ��!��� ���� *+� �����5������#

�������� � ��+��� ������� �� ���� ���������� ���� � ��+���� �����	 ���� ����� � ������

�������� ���� ���� ��� ���� ����� ���5�� �� �������� �� ���5�� �������� ����� ���� ������

����� ������������ 5��!��� ��������# $��� � !��������� ������ ��� ������� ����� �������� ��

����������� ������� S � ��5B��� ������� ����������� ���������� �� � ������ ��������� � ����

���5�� �� �������� ,-/#

e.g.  N=1023E,V,N N  + N  = N0 1 =1023N  = 10 1
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�'# ��������������� �����5�� 5'# ��������� �����5�� �'# �������������� �����5��

������ ( ����� ������ ��������� �� ����������� ����������

�,� ��� �������	� ���������� ������ � ������ ��������� �� 	���� ���	����� ���� ������ ��� �������� -��

��� ����� ����� �� ��� ������ ����� �� ���� ������
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$� �������� ��� ��������� ���� 5���� ������� ��+���� �� ��+��� �����	 !� *� ��

��������� �� ������ ����� �������� �����5��� !���� ��� ���!� �� >����� 2#

.'# ������������� ���	���# >����� 2#�' �� �� �������� ������ �� � ��������# $��

�������� ���� 5� ����� �� ��������� �� ������� ���� �� ���� �������������� ��������	 ?��	

�� ���# � �� ������ ��*����	 ��� � J .4��# $�� ������ �� ���� 5� � ���*��������

! J 6�� �� '	 !���� �� �����5�� ��� ���������� �� ��� � �������� ��� ����� �������#

$�� ������ �� ��5B��� �� ���� ���5�� ����������� 	
 J 6��	� " '# $��� ��	 ��� ���5�� ��

�������� � 	 ��� ����� ������ ������ 		 �� ����� ������ " ��� *+�# ���� �� �������

�H����5����	 ���� �������� ������ �� ���������� � 5� � �������� 	������������ ���	���	

L��� J �! % 	6!' J 	
� �6!N	
' J .#�L������

! �� � ����������� ����� �� ������	 �� 	6!' �� ��� ����������� ����� �� ��� ������#

$�� ����� ! �� ������ �� 5� ��������� �����5��� !����� L���	 ���� �� �� ��������� !��� �

������� ���5�5����� �6!N	
'# $�� ������ �� �����*� 5� 	
#

0'# ������� ���	���# >����� 2#5' ����������� � ����� ��5������ ��5�� �� � ������

��������� �����5��# $�� ��5������ ��� � $$ � ��������	 *+� ������ % $$ " ��

������ &# &� ��� �+������� ������ ������� ��� !��� !��� ��� ��������� �������� !���� ��

����� ��� 7���� 5���8 �� 7���������8# �� ������������ �H����5����	 ��� ����������� �����

' J 6����' ��� ��� ����� ������ �� ���������� � 5� � ��������� �����5�� !��� � ��55�

���� �6'N�'	

L�� J �'N �6'N�' J
.

�
�+����&6''���

&� ��� ������ ����� �� ��+���� ������� ,31/	 ��� ��������������� �����5�� �� ����� ��

� ������ ���	��� !���� ! J � �� �� ��*���� ����� �� 0� ����� ��	 �� 	
 �� � ���������� ��

��5�� *����� ����������# $�� ��������� �����5�� �� ����� �� � >E�(= ���� ,-./ !���

' J �� 5���� �� ����� �� � *���� ������� R# &����������	 ' �� � ����� ����� �� ! ���!� ����

� !���! R# $�� ��������� ������������ 5��!��� ��� �!� �����5��� �� ���� ��� ��55� ����

�6'N�' �� L�� �� ����� �� � ���������� �����5����� �� �6!N	
' �� L���# $���� �� � ������

5��!��� 	
 �� � 6��� ,31/ �� ���� �������'#

3'# ������������ ���	���# >����� 2#�' ����������� � ���� ������ !���� ��� ��5������

�� ���� �� ��� �+������ ��� ���� ������ 5�� ���� �������� !��� ��� 5���# 
� % �� *+�	
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5�� � �� & ��� ����# $��� ����� ��H�� �� ��� ���������# �� �H����5����	 ��� �����������

����� ' ��� ���� ����� ������ �� ������� 5� � �����5����� �6'N
��' !��� 
 ����������� ���

������ �� �������� �� '# $��� � �������������� �����5�� ��

L	� J �' J 6������'N �6'N
��'�

$�� �������������� �����5�� �� � ������������ ���� ��� ������ �������� !��� �������

���5��� �� ��������	 ���� ���� ��� ��������� ��� ������� ��+��� ���������# &� ��� ��+�

��5�������	 !� ��� ��� �������������� �����5�� �� � ������� ���	��� �� ������ �������#

��� ��� ������� ��������

������� ���� �� ����������	 !� ��������� � ������� ������� 5� � ��� �� �����5��� ��������

����� ��+���� �� �� !�� ������� �� ������� 63'# $� �������� ��������	 !� ������� ���� ���

��+��� ����� �� � ������� R	

� J 6�� ��� J 6�� � �� � ��� �� � �� � ��'� � J .� ���� ��'�

� 5

������ ) ��
�	� ������	��		�� �!� � ��
�	� ��� �	�� ������	��� �!� �	�� ������������ ������� ��
�	�

�� ��� ��� ������	� ��� �� � ��� �� ��� ��

>�� � ��+��� ��� �	 !� �*�� � �����5����� ������ (6�'#

(6�' J �(� % �  �� (� � ��

!���� (� �� � ��� �� �����5����� ��+���� ��� ���� ��+��� �# &� ���� �����	 !� ��� ��� �������

�����5�����# M������ ���� ��+��� ������ � .2 � .2 ����� �� �������	 � ���� �� �B�����

��+���� �������� ����� �������� �� ��� ����� �� ����� ���� ���� 34� 34 ��+���#
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$���� ��� � ��! �A����� !��� �� �*���� (6�'# D�� ��� ����� ���� ��+��� �� � �����	 ��

������� � <������ ������ �� �������� ����������� ����� !���� ������� ����� ���������� ���

��� �����5�����# >�� �+�����	 � <������ �����5����� !�� ��� �� 6���B� �� $�������

.F:F' ,./ ��� �������� �� ��������# @�!����	 ��� ��+����	 !� ��� �� ������� ����� �����5����

���� �� ����������� �� �*���� �����5�����# >����� G#�' ���!� � ��+��� �# $�� ����� ��

�������� ���� ���� H������� �������� �� ��� �!� �+�� �� ��� ���������# &� ���� H������	

��� ������� ��+��� �� �������� �� ��� �����5�� ��+���# ����)� ��� (��)�� ����� *�� ��

����� �������	 ��� ��+��� �����5����� �� �� ������ ����������� ���������#

$�� �5��� �����5����� �� �*�� ����������������# &� ���� ������� ��������	 (6�' �����

5� ���������� 5� � ��� �� ���� �����5��� ���� ��� 5� ������� ���� �# $��� � ��+���

��� ���� � ������� ���5�� �� �����5��� ��������� 5� ���� ���+��� �� ����� �����5���#

$���� ����� �����5��� ���� 5� ���� ���5�5����������� ������� �� ��� �������� ���������	

������������	 �� ������ �� �����������# $��� ���� �� ��� �������� 	���� ������ ����	 ����

�� �� 5���� ��� ����� �� ���� �����# (����� �� >����� ������� ���� ����� �� �����

�����+� 6��� ,.0/'#

>�� � ��+��� �� �� ��� �����5�� ��  (�	 !� ������� *�� �������� ���!� �� >����� G#5	

!���� ������� ������� ������� ����������%

.# ��% �������� 5��!��� �!� �������	 !���� �������� �����	���#

0# ��% ��� 5��!��� �!� ��+����	 !���� �������� ���������� �� ���������#

3# )% ����� �� � �����5�� �������� �� ��� ���� �+�� �� ��� ��������� ��+���# $��� �� ������

������ �� H������� & �� &&&# )#�� �������� ��� ��������� �� �����5�� ������ ����� 5�

��� ��+����	 �� ����������� �� �������������� �� ��� ������� ��������#

-# *% E������� ������������ 5��!��� ��� �!� ��+����# $��� �� ������ ������ ��� �����5���

�� H������� && �� &< �� �������� ����������	#

2# +% 
� � ����� !���� ������ ��� ��	������� �� ��+��� �� ��# + �� ��� !��� �� �� ����

5� ��� !��� �� �� ��� �����5��� �� H������� & �� &&& �� + �� ������ �� �� ���� 5�

��� ������ �� �� ��� �����5��� �� H������� && �� &<#

$��� � ����� �� -�2 J 04 ����!��� �������� ��� ������� ��� ���� ��+��� ���� �!� ��������
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�� ���� ��+��� ������% $�� ����������� �� �� � �!� ���������� ������� ���������� �� ��� �����

�� ������� 6�� � ��'# >����!��� ��� �������� �� ���������� ����� �� ������� 60'	 !� �����

����� �������� 5�


	�
6��(�'� ��� � J .� ���� 00�

�� ������� 0. ��� ���������� �������� ���������� �� � �!������������ ���������

��� 6�� � ��'	 ������� ���� ��� ��+����#

,	�
6-' J
��

���

Æ6- � 
	�
6�� �(��''� ���

�� ����� ����� ���������� 5�

,6�' J 6,	�
� ����,	��
'� �� 	6�' J
.

�
,6�'�

$�� ������ ������ �� 	6�' �� ��� ����� ���5�� �� 5��� �� ��� ����������# D�� ��� ������ �����

�������� �� ���� ���� ���������� �� !���# &� ��� ������ ����������	 6
�����	 .F1:' ,33/ !��

������� ��� �������� ������� �� ���������� � ������� �������� ����� ��������� �� �����5����

6
�� ,0:/ ��� ���� �+������'#

$�� �����5����� �� � �� ���������� � 5� � ����������� �����5�� �� ������������� �� ���

�������������� �����5�� �� >����� 2#�# �� ���� �� � ������� ���	��� �� � *���� ������� R ��

�� �� ��� ������� �������������� ��� ������� ������� ��������	

� ������� �����5�� J L	�� J �� % �6�N
��'�� 6F'

$�� ������� �����5�� �� ������� 5� � ��55� �����5�����	

�6�N
��' J
.

�
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�� $ ��,6�' .�� 6.4'

!���� � �� ��� ��������� ��������	 �� 
 �� � ��������� ����������� ��+��� ������# �� ���

��!���� ��� ������ ����� ��������� ��������� � �� ������ ��������� 	�
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��' J
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$��� ���� ������� � �������� !�� ��� ����������� �������� ������� ���������� ���� ��� ���5�

�5����� ����	 �� �������� �� �+������ ����� ��������� ,3-/#
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$�� ���5�5����� �6�N
��' �� ����� �� ��� ������+ ���� ��� 9���� �����5�� 6�� ������

��������� �����5��'# �� *��� �*�� � ����� ������ !��� � .. � �������� �� � ������� R	

�� !� ������ ��� ������ �� ��+���� �� *+�

���
���

�

�R�
J �� �� � ��� �� R � ���

$��� !� �5���� � 9���� �����5�� �� �� ,31/	

� ������ ���	��� J L��� J ��� % 	6��' J 	
� � ��� �6��N	
'��

!���� 	
 J 6��	' �� ��� ����������� ������� �� ��� ������ ����� ��# D� ��� *����

�����	 � ��+��� ������� ����� 5� � ���������� ������ �� �6��N	
'# $���� �� � ����������

������������� 5��!��� 	
 J 6��	' �� ��� ���������� 6
��' 6
�� ������+ ��� ������'#

�� ��� ����� ��� ���������� 6
��' �� ������ �A������ �������� 
	�
 5� ��� ����������

����� S ��� ������+ ������� �������� ������� ,-./# &� ��� �����!��� ��5�������	 !� ������

���� ������������� ������ �� !��� �� �+��������� ��� �������� �6�N
��'	 �� ���������� ���

������� �����5���#

��� ����������   !������� ��� �������� ������� ���������


������ !� ���� � ��� �� ��+��� ����	 �� �� ������� R�� �� J .� ����� 	 !���� ��� ������

�� 5� ��������� ����� ������ �� ��� ���� ��+��� ���������# &� ���� �������	 !� ������ �����

��+��� ���� ��� )��!� �� ���� ��� �������� ��!� 5� � ����� �5������# &� ��� ��+�

�������	 ��� ��+��� ���� ��� �������� �� � M������� ��������� ���� �� ���� ��� ��������

�� ��� ���������� ����� ��� ��� ��+��� ���� ����� 5� ��������� !��� ��� ���������� �� ���

���� ��+��� ����# �� ���� �� ��� �5��������� �� ����� ������	 �#�#
��

��� �R�� �� �����
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��� �� ��� ��������� �� ��� ������)������ !��� ������� �� 6
��'	 ��� �������� �� ���H�� ����

��� ���������� ���������# $�� �+��������� 	�,�/ �� 	�,	6�'/ ����� ���� �� 5� ��������

���� (���� ����� ����������� �� �� �� ��� ���� !��� ��+���� �������� ,-./#

�# �5����� 5# � J 4 �# � J F

# � J GF �# � J .-. �# � J 03-

������ * �!� ��� 	������� ����� ���� ��
�	�� ����������� �� ��� ����������� ����	��� �!+�! ��� ������

��
�	� ��� ������ ��	� � ,���� �	��� �6�N� ��' �� ����	�� ������ � J 4� ���� 03- 	� ��� ��������
�	�������

$���� ��� �!� �A����� ������ ��� ���������� � ������� �����5�� �� �� ��� ����������
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���������� ����� �������� ���� ������������ ���������� �������� �� ��� ��+��� ����# 
���

��	 ���� ��� ������������� �����������	 ��� (��)�� ����� ��������� ��� ��+��� ���� ���

���� ��+���� �������� �� �Æ�� ���������� �� ��� � �� ����� � ��+��� 5� ����T5����

�������	 ���� �� �� ���� ���� �A������ ���� ��� (��)�� ����� ��� �� ���������� (��)��

����� *��� !���� ?��� ��� ��+�� ��������� �� � ����#

�� ���! ���� ��� ����������� �� ���������� �� ���������� ������ �� � ������� ����

30



������ �. �� �
���� 	� � ����	��� ��������6�� ������� �#�� ������ �! ��� �! ��� ��� ���#��	��� ���

�	����	��� ��
�	� ��� ����������� ������ ��	� �6�� N�� ���
'� �! ��� �! ��� ��������6�� ���#��	���

��� �	����	��� ������ ��	� ��� ��
�	� �� ��� �������� �� �!� �! �� ��� 3��� ����	� ��������6�� �����

��	� ��� ���������� �	����

������ �� 5��	�� �
���� 	� � ����	��� ��������6�� ������� �#�� ������

��� ������ ��������# �� ����� ���� � ������ ������ ���� ������ 5� ������������� ���������

���������� ����� !��� ���������� �����	 !���� ����� �� � ���������� ���� �	������� ��

����������� 	����� �� �
������ �� ��	������ �����#

33



������ �� �� �
���� 	� � ����	��� ��������6�� ����# ������ 5�� ������ �. �	����	� �	� �
������	���

������ �$ �� �
���� 	� � ����	��� ��������6�� ����# ������ 5�� ������ �. �	����	� �	� �
������	���

$�� �����!��� ��� ��������� ������ ���� ����� 5� ������ �� ������ ��������#

>����	 ��� ������� ���� 5��� �� ������� �����5��� �� ��� ������ ��� ���� ������� ����

3-



�����# �� ��� �� �������� ���� ���������� ������� ���������� ��� ���������� �������	 ��

������� �� !��� ���� �5������ �������� ���� �� ������ �� ������ �� ������� ��������� ��

���������� ����# �� ���� ��� �� �+����� ���� �Æ����� ��������� �� ��������� ����������

��� ������� ����#


����	 ��� ���� ��� ����� ��+���� 5��� �� ����� !���!� �� H���� ������# &� � ������

����� ,-4/	 !� �+����� ���5������� �� ������ 5����	 �� ����� ����� �� ������ �����# ��

���� �+����� ������ ��������# M�� ����� �� ����� ���� !��) �� 5� ��� �� ���� �� *� ���

����� ���������� �� ���� �� ���������� �����#

$���	 ���� ��+���� �������� 6��)� �������' ��� ������������� ������+ 6�#�#	 !��� � ����
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